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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala Dambovita, 28 februarie 2015
SUBIECT SI BAREM ORIENTATIV DE NOTARE

CLASA A IX-A

Varianta 1

Subiectul 1. Se considera o multime G — R care satisface simultan proprietatile:
a)1leG

b) xeG=+Jx+2€G
C) VX+3eG=x+4€G
Aratati ca +v2015 €G.

Solutie.

b) c) b) c) b)
1eG=3eG=4eG V6 €G=7€G =1V =3EG oo, 3p
Fie P(n):3ne G, ne N".P(1) este deci adeVArati.............ccoeveveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenenen. 1p
Aratam P(n) = P(n+1)

b) )
Daca 3ne G=+/3n+2 e G=3n+3€G, adica P(n+1) este adevarata...................... 1p
2013:3= 2013 € G = V2015 € G iiiiiicicicece e 2p

Subiectul 2. Fie a,b,c,n>0 cu a+b+c=1. Demonstrati inegalitatea:
a b c 27
+ + >
bc(b+nc) ca(c+na) ab(a+nb) n+1

Solutie.
Cu inegalitatea Cauchy — Buniakovski (forma Titu Andreescu)
a b c a’ b? c’
+ + = + + > ... Ip
bc(b+nc) ca(c+na) ab(a+nb) abc(b+nc) abc(c+na) abc(a+nb)
(a+b+c)
> TP 3p
abc(a+b+c)n+1)
1 27
Dl SRRSO 3p

“abc(n+1)  n+l

3
(la ultima inegalitate, din inegalitatea mediilor (a+t§+ C] >abc = % >abc = % >27)
abc



Subiectul 3. Sa se rezolve ecuatiile:

)

a) X=1+%

[x]

b) [x]-{x} = [x]-{x}, unde [x] reprezinta partea intreaga a numarului real X si
{x} partea fractionara a lui .

Solutie.

8) [X]#£ 0= X @[0,0) el 1p
X>1= x-[X]>1= ecuatia nu are SOIULii.........oo..ovverreeeereereeeeeeeereeeeeeeeeeeeee e, 1p
X < —1= Xx-[X]>1= ecuatia nu are SOIUfii............ccovverrrrerreecreecreeeseseseseses e 1p
x € (—1, 0)=ecuatia — x = {x}are solutia X = —% ............................................................ 1p
b) Pentru [x]=k € Z, {x}=a €[0,1) ecuatia devine a(K +1)=K ..ccccoceerrrrrrrrrrrrrrrrnnrns 1p
Pentru k =—1, ecuatia nu are SOIULIi.......cccvreruiiiireeiieeie ettt 1p

: . k? + 2K
Pentru k = —1, ecuatia are solutiile X = VK EZ i, 1p

Subiectul 4. Fie ABC un triunghi in care (b+c)PA+(c+a)PB+(a+b)PC =0, unde
Pe {O, | ,G}. Demonstrati ca triunghiul ABC este echilateral. (Notatiile sunt cele uzuale.)

Solutie.
Daca P =0, atunci (a+b+c)(OA+OB+OC)= aOA+bOB+cOC =0OH =0l ........... 2p
Daci P =1, atunci (a+b+cXﬁ+@+E):6:3ﬁ:6 .............................................. 3p

Daca P =G, atunci a@+bG—B+cG—C:6:(a—c)G—A+(b—c)G—B=6:>a:b:c....2 p



