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1. a) Fie n un numir natural, n> 2. Si se calculeze:

f={n+ n2—1}+{n+— 12—_1},

unde {x} este partea fractionara a numarului real x.

b) Fie a,b,c € R — {0}. Sa se arate ca:
1 1

(lal + 1B (+ 5) + (lal + 1eD) (g + 1) + +(lel + b)) (i + ) = 12

lal " el lel * 1bl
Solurie:
1.a) f={n + m} + {n - m} 1p
[n + \/m]=2n—1 ,oricare ar fin> 2 1p
[n —VnZ — 1] = 0, oricare ar fin> 2 1p
f=n+vnZ—1-2n+1+n-vn2-1=1 1p
b) Clal + 1bD) (2 + ) = 2/Tal b1 -2 [ o = 4 1p

Analog pentru celelalte relatii.

Se sumeaza si se obfine

(lal +1BD) (g + 57) + (lal + leD (i + 1o

lal el

) + +(|c| + |b]) (i + |Tl|) >12. 2p

|l

2. Sa se demonstreze ca oricare triunghi echilateral poate fi partitionat in 3n + 1 triunghiuri
echilaterale, vn € N.

Solurie:

Prin metoda inductiei matematice
a) Etapa de verificare 1p
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P(0): 3 -0+ 1 triungh. p(1):3-1+1 triungh. p(2): 3 -2 + 1 triungh.
b) p(k)=p(k+1) 6p

p(K): presupunem ca am impartin triunghiul echilateral in 3 - k + 1 triunghiuri echilaterale si
p(k+1): demonstram ca putem imparti triunghiul in 3 - (k + 1) + 1 triunghiuri echilaterale .

Unul dincele 3-k+ 1 triunghiuri echilaterale il vom imparti in 4 triunghiuri echilat. Vom obtine
3. k+1-1+4=3-(k+1)+1

3. Determinati numdrul n e N, stiind ci numdirul 4°° —15-4°° + 2" este patrat perfect.

Solurie:

428 _15.4%1 4 2" = 479(64 —15) + 2" = 49470 1 2", 2p
Fie k e N astfel incat 49-4%% 4+ 2" =k?. De aici rezulti:
2" =Kk* —49.47° = (K +7-4"%) . (k —7-4"%). 1p

Deci existd p €{0,1,2,...,n} astfel incat sa avem:

K474 = 2°
2p

k—7.49% =2"P, p>n-p
Sciizand egalitdfile, rezulta 14- 4 = 2"° (2°°" —1) adicd 7-2% =2"P (2" 1) de unde rezulta

{n— p=2011

deci n =4025. 2p
2p—-n=3

4. Tn triunghiul ABC, fie P, Q si R punctele de contact ale cercului inscris cu laturile BC, AC si
respectiv AB.

a) Aratati ca AP, BQ si CR sunt concurente.
b) Ardtati ci daci X,y,z € R astfel incat x-BC+y-CA+z-AB=0 atunci x=y=z.

C) Aritati cii dacd AP +BQ +CR =0, atunci triunghiul ABC este echilateral.



Solurie:

Notand cu a,b,c laturile triunghiului ABC avem A

AR=AQ=p-a R N
BP=BR=p-b
CP=CQ=p-c

=1

p-c
p-a

rezulta (T. Ceva) ca AP, BQ si CR sunt concurente. 3p

b) X-BC+y-CA+2-AB=0< x-BC+Yy-CA+2z-(AC+CB) =0« CB(z-x) = AC(y - 2).

Daca egalitatile z—x =0 si y—z =0 nu ar avea loc, ar rezulta ca vectorii CB si AC sunt

coliniari (fals). Deci x=y=1z. 2p

c) AP=AB+BP=AB+ P=b & Analog
a

@ =BC + % .CA si CR=CA+ P-a AB. Adunand egalitatile, obtinem:
C

P=0 BC+ pgcmﬁ# P=3 AB =0. Aplicand b) rezulta
a C

p-b_p-c_p-a_3p-a-b-c_1_ _, . 2p
a b c a+b+c 2




