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CLASA a Xl -a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE
Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzitor.

1. Fie matricele 4, B € M,,(C)cu A®> = A%si A+ B =1, . S se arate cd matricea I, + ABeste

inversabila.

Solutie:

Prin inmultirea la stinga cu matricea A, egalitatea A + B = I,, devine A> + AB = A

= AB = A — A2,

Ridicand la pitrat aceastd egalitate obtinem: (AB)? = (4 — A%)? = A% — 243 + A*. (1)
Dar A3 = A2 = A* = 43 (2)

Din relatiile (1) si (2) rezultd ca (AB)? = 0,,.

Caurmare, I,, = I, — (AB)? = (I, — AB)(I,, + AB).

Rezulta cd matricea I, + AB este inversabila si inversa ei este I, — AB.

Detalii de rezolvare Barem
asoclat
A-|/A+B=1,>A>+AB=A= AB =A— A? 2p
(AB)? = (A— A*)? = A% —24°% + A* -
PTG AT = (AB)* = 0, 2p
I, =1I,— (AB)?* = (I, — AB)(I, + AB) 2p
matricea I, + AB este inversabila si inversa ei este I, —AB 1p

Clasa a Xl-a



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD

8 MINISTERUL EDUCATIEI

Strada Corneliu Coposu nr.26, Telefon: 0257 / 28 00 08, Fax 0257 /21 47 46, ‘7'30 @
web : www.isjarad.ro e-mail: inf_arad@isjarad.ro JAN

2. Fie Ae M, (C). Aratati ca det(A+I,) = det(A - I,) daca si numai daca Tr(A)=0 .

Solutie:

Fie A:(Ccl 2) si |2:(é 2)

Atunci det(A+1;) = |a j 1 4 _ll)_ 1| si det(A-I,) = |a ; 1 ; E 1|
Relatia din ipotezi se scrie |a +1 4 _l?_ 1| = |a ; 1 . E 1|

Egalitatea este echivalenta cu (a + 1)(d + 1) — bc = (a — 1)(d — 1) — bc, deci
(a+1)(d+1)=(a—1)(d—1), ceea ce inseamna ci
ad+a+d+l=ad-a-d+1

Relatia anterioara este echivalenticua+d = —a—d = —(a + d)
Ceeacesescrie a+d=0

Deoarece Tr(A) = a + d se obtine ca Tr(A) =0

Detalii de rezolvare aBsaorceiamt
o d-1|9-1|=|ac1 dﬁl 2p
(a+1)(d+1)—bc=(a—1)(d—-1)—bc 2p
a+d=—-a—d 2p
Tr(A) =a + d, rezulta ca Tr(A)=0 1p
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3\/T5+ x-3
3. Sa se calculeze : Ll_r)r}} =3
Solutie:
_ 3x/T5+ x-3
Notam cu L = }cl—rg =3
Dacéx—>4,atuncix—4—>0§iy=x—4—>0
3
Astfel, limita initiala limi fie L= lim 222
stfel, limita initiala ta se scrie yl_r)r(l)m+m
1 1 1 1
1 1 (1+y)2-(1-y)3 (1+y)2-(1-y)3+1-1
. —-(1-y)3+(1+y)2 . .
— L=lim = y)l ( y)l—hm 2 = lim —r =
Y20 (-yz-(a+y)s Y70 a-pz-aanz Y70 aopz-@ey)sea-
y y
1 1 1 1 1 1
2- —v)3— 2 —v)3— 2 — 3-
(1+322 1 (1 323 1 (1+y))/2 1}(1 i/;s 1 Jl}i_%(ﬂy})] +},1_I}},(1 2, 1
lim I — =lim I T = I I
Y2 _a-yz-1_aap3-1 YTU_(-p)Z-1 @4p)d3-1 L (ey)2-1 L (149)3-1
-y y -y y y-0 -y y—0 y
Prin aplicarea regulii lui ’Hospital se obtine:
1 21 1 _2
S5(1+y) 2 —3(1-y) 3
limZ—> 4 lim 23— 1,1
- 1 _1 1 27 117
. —(-y) 2 . 3(1+y) 3 2 3
—lim lim
y—0 -1 y—0 1
Detalii de rezolvare Bargm
asociat
_ i AT
x —4 =y — 0 limita se scrie L= llmm+m 2p
L=lim w 2p
Y20 (1-y)7-(14+y)3
1 1
(+y)2-1 (1-y)3-1
L=lim —+—= 2p
Y20 q-y)z-1 (14y)3-1
-y y
i1
Finalizare L= _2%_2 =-1 1p
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o Ce . .. . . 1 1
Aratati ca sirul (x,),s, definit recurent prin x; =a > 1 si x,41 = E(an + x—z) pentru
n

orice n € N* este convergent la 1.

Solutie:

2a3-3a%+1 _ (a-1)?(2a+1) >
3a2 - 3a2

0

Dinx; =a>1, obginemx2—1=§(2a+%)—1=

Presupunem x,, > 1. Rezulta in mod analog ca

_1)\2
X1 —1= (xn=-1)?(2xn+1) >0

3x2
= Xp41 > 1 = x, > 1, deci (x;,) este marginit inferior de 1.

_ 2xp+1 _ 2xp+1-3xp _ 1-x3
Xn+1 = Xn = 3x2 M 3x2 T o3x2

< 0 deci sirul (x;,) este strict descrescator.

Atunci sirul este convergent, deci existd lim x, =1 > 1

n—->0o
203+
312

A EIORA . o . 1 .o
Trecand la limita in relatia de recurenti se obtine [ = adica 313 = 213 + 1.

Caurmare, [ = 1.

Detalii de rezolvare Barem
asoclat
2a3—3a*+1 (a—1?*QRa+1
X, — 1= ¢ ) ( ) >0 1p
3a? 3a?
—_1)2
Xpp1— 1= w > 0 = (x;,) este marginit inferior de 1 2p
3
Xp41 — Xp = 13;;” < 0 deci sirul (x,,) este strict descrescator 2p
sirul este convergent, deci existd lim x, =1 >1 1p
n—-oo
203+1 o
l = "o ,adical =1 1p
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