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OLIMPIADA NATION ALA DE MATEMATICA
Etapa locala, 22 februarie 2020
Barem de corectare clasa a X-a

PROBLEMA 1
(4p) a) Fie A:{a+bJ§|a,beQ} si B:{c+d€/§|c,d eQ}.Calculat;i ANB.

(3p) b) Fie neN, n>2 si xe(0,0). Demonstrati ca Zk~5/§£n7_l(2x+n).
k=2
Solutie:

a)Vom demonstra ca AN B =Q prin dubla incluziune. Evident Qc Asi Q< B,deci Qc AnB .......
1 punct

Reciproc, fie xe AnB. Atunci x=a+by2=c+d¥2=d¥2=a+bV2-c .... 1 punct
Prin ridicare la cub, obtinem ca <a+b\/§—C)3 :(a—c)3 +3(a—c)2 'b\/§+6(a—c)-b2 +2«/§-b3 eQ

=3(a—c) -bv2+20°J2 eQ=3(a-c)’-b+2b? :0:>b(3(a—c)2+2b2)=0 ........... 1 punct

Daci b=0=x=aeQ sidaca 3(a—c)2+2b2:0:>a:csi b=0,deci xeQ.Atunci AnBcQ... 1
punct

X+1+1+...+1

b)Din inegalitatea mediilor deducem ca Kk -&/x =k - k/X -1d- 1k . 1<k % =x+k-1 ... 2 puncte
e K-1lorn

Insumand, obtinem
(n=1)(n+2)

kzn;k-W=an;(x+k—1)=(n—1)(x—1)+ X

(n-1)(2x=2+n+2) (n-1)(2x+n)

2 2

(selectata din problemele Concursului Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro de prof. Opris Adonia-
Augustina — inspector scolar)

PROBLEMA 2
(3p) a) Rezolvati inecuatia log, x> +log_, 2 < 2.

(4p) b) Sa se rezolve in R ecuatia:

3x? —2x+3 - 32x2 —2x—5 = 3/3x* —5x+7 - ¥4x? —5x -1

Solutie:

a) x> >0,—x>0si—x#1, deunde xe(—0,0)—{-1} ... 1 punct
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2 . . . -
log, x* = log,(-x)" = log,(—X) = a, inecuatia este echivalenti cu

2 )2
a+§s2©%a+150@ﬁ30©azlsau a<0 ............. 1 punct
log,(—x) =1 sau log,(-x) < 0 deunde, x=-2sau —xe(0,1)=xe(-1 0)u{-2}
S={-10)u{-2}}n{(-o,0)U{-1}}=(-L,0)L{-2} ... 1 punct

(autor prof. Farcas Nicolae — Colegiul National “Silvania” Zalau)

b) Notim: 3/x* —2x+3=m; ¥/4x* -5x-1 =n; Y3x* -5x+7=psi Y2x*-2x-5 =q
Atunci avem

m+n=p+q m+n=p+q
3 3 3 3(1 ):> 3 3
m’+n”=p°+q (m+n)”=3mn(m+n)=(p+q9)°=-3pq(p+q)

=mnm+n)=pg(p+q) e 1 punct
X, =1
LDaci m+n=p+0q=0=p=-0=5x"-7x+2=0=> 2 1 punct
X, :g
II. Daca m+n=p+q#0 = mn=pg=
x? —2x+3 3 5x+7(1p):>x 22x+3:3x 25X+7:>(x2—8)-(2x2—3x+4):0
2x ~2x-5 4x?-5x-1 X° -8 X° -8
=1)x*-8=0=x, =422 $12) 2xX* —3x+4=0=x%,2R ... 1 punct
Deci XE{ 2«/_ 1 2«/_} ............. 1 punct

(problema propusa de prof. Bara Lajos - Liceul Reformat “Wesselényi” Zalau)

PROBLEMA 3
Sa se determine toate functiile f,g:R — R care verifica conditiile:
1) g este injectiva,

i) f(g(x)+y)=g(x+ f(y))pentru V x, y R,

Solutie:
Pentru x=0= f(g(0)+y)=g(f(y)) ...ccccvo.... 1 punct
inlocuimy cu x si obtinem: g(f(x))= f(x+b),unde b=g(0) (1) ........ 1 punct

Pentru y=0= f(g(x))=g(x+f(0)) = f(g(x))=g(x+a)unde a=f(0) () ...... 1 punct
Din (1) si (2) rezulta
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g(g(x+a))= g(f (g(x))):(g - f)(g (x))(i) f(g(x)+b)=g(x+f (b)) si g fiind injectiva, rezultd ci

g(x+a)=x+f(b) ........... 2 puncte

schimbam variabila: x=x—a=> g(x)=x-a+ f(b)= g(x)=x+c,c=f(b)-a Vv xeR.

Atunci din relatia (2) = f(g(x))= f(x+c)=g(x+a)=(x+a)+c=g(x)+a= f(x)=x+a,VxeR

c=f(b)-a=b+a-a=b=g(x)=x+b, v xeR.
(problema propusa de prof. Zay Eva — Colegiul National Silvania” Zalau)

PROBLEMA 4

(4p) a) Sa se determine valoarea minima a modulului unui numar complex z pentru care are loc relatia

|z —3i| + |z— 4| =5.

(3p) b) Si se arate ci daci acC —R este o radicini a ecuatiei z° = 1 atunci (2+5a+ 2a° )6 e’

Solutie:
a) Se considerd in planul complex punctele A(3i) € Oy, B(4) € Ox,M(z) si atunci relatia |z — 3i| +
|z — 4| =5 devine AM + MB = AB adica M €EAB ............. 2 puncte
Cerinta problemei de a determina valoarea minima a modulului numarului complex z este echivalenta cu
conditia de a determina distanta minima de la punctul M € AB lapunctul O ....................... 1 punct
Distanta minimd OM se obtine atunci cand OM este indltime in triunghiul OAB, deci valoarea minima
pentru |z| este 15—2 ............................................. 1 punct

(problema propusa de prof. Hritcu Costel-lulian — Liceul Tehnologic "Gheorghe Pop de Basesti” Cehu

Silvaniei )

b) 2 = 1= (z-1)(z*+z+1) = 0 deunde avem a° = 1. Deoarece acC-R=a’+a+1 =0,

2

a’ = -a-1

... 2 puncte
(2+5a+2a?) = (2+5a-2a-2)° = (3a)’ = 3"-a° = F.(a°) = F.1'=3Fel .1 punct

(problema propusa de prof. Farcas Nicolae — Colegiul National "Silvania” Zalau)
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