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Subiectul I (10 puncte)

1. D
2. C
3. C
4. B 34,97min

Rezolvare:

d=a, —ap = 4,204.1,496.10" ' m;

e = L8290 h08s = 34,966min;
Ty 2,997.108 0008 T omIROMIL
5. B
6. C
7. D
-6

8. Scala pixelului = 32739 rad = 0,56". Raspuns A.
9. Grosismentul se poate exprima ca:



_ fob_ FOVOC

G=—7= =
foc  FOVio
FOVoe X for 36 x 0,24

= =7,2°
fob 1'2

FOVtOt =

Raspuns B.
10. Raspuns A.

Rezolvare

Pentru calculul diametrului unghiular in secunde de arc

0" = 206265%

Diametrul real
D=2-v-t=2000km/s-3,16-107s=6,32 - 101%m

Diametrul unghiular dupa un an va fi

8" = 206265 — L 107km 0 = 004"
= = =
10000 - 3,1 - 103km ’

Subiectul 11 (15 puncte)

I1.1. Pe arhipelagul Toscan (8 puncte)

Una dintre cele mai cunoscute dovezi in favoarea sfericitatii Pamantului este observarea
unei nave care se indeparteaza de coasta: corpul navei dispare 1n timp ce catargul este inca vizibil,
chiar daca distanta ar fi de asa natura incat sd va permitd sa vedeti in continuare intreaga nava.
Fenomenul este observat de catre un locuitor al insulei Pianosa de pe arhipelagului Toscan, care
priveste o nava la orizont. Acesta estimeaza ca dupd ce nava
a disparut, catargul a mai putut fi vazut aproximativ 45 de
minute.

a. (2 puncte) De ce dispare doar corpul navei, iar
catargul ramane nca vizibil?

b. (3 puncte) Considerand lungimea catargului de L =
50 m si raza Pamantului R = 6400 km, estimati viteza cu
care nava se indeparteaza de insula Pianosa.




Elba / b De pe insula Elba a arhipelagului Toscan se poate vedea lumina
ol v farului insulei Pianosa, la d = 28 km departare. Observatorii aflati
épohm, pe malul pldjii Madonna delle Grazie au remarcat ca doar

persoanele mai Tnalte, cu inaltimea h > X = 1.8m, mai pot vedea

i lumina farului, care se afla la h = 42 m altitudine fata de nivelul
28 km marii.

M.d Grazie

Pianosa

c. (3 puncte) Estimati raza Pamantului.

Rezolvare Punctaj
a. Motivul este curbura Pamantului, care acopera doar partea inferioara a navei. 2
b. Desen

VR + L) —
R+1L

sing = 0,5

Se aplica aproximatia Bernoulli (1 +x)"=~1+nxpentrux <1

0,5
1+2——1— 2—
R+1L R+L

sm@—— 1+ —

Aproximatia pentru unghiuri mici, 0,5
sind = 0

Presupunem constanta viteza cu care nava se indeparteaza de insula Pianosa, fiind

tangentiala cu raza Pamantului,
A6 0,5

v=R— ’

At




Distanta parcursd de nava in intervalul precizat de observator este

RAG = R9_R— 2— V2RL 0,5
De unde obtinem viteza
V2RL
At
Calcul numeric:
_ Y2~ 6400km - 0.05km _ ., .
V= 0.75h = 33 km/ 05

c. Solutia 1




Pianosa ~ O h - X m
h=42m

Fo

Madonna delle
Grazie

R+X

C

Se aplicd teorema lui Pitagora pentru triunghiurile PCF si PCO,
(R+h,)? =R? + 2z
(R + hy)2 = R% + y?
unde h, = X = 1.8m i h, = 42m, iar x i y sunt distantele pana la linia
orizontului pentru cele doua locatii

0,5

y+z=d=28km

0,5

Calcul intermediar
R? + h? + 2Rh, = R? + z?
R* + h} + 2Rh, = R* + y*
= hZ + 2Rh, — z* = h 4+ 2Rh, — y?
& y?—z2=h2 —hZ+2R(h, —h;) = 2R + hy + hy)(hy, — h,)
y:=z22=(-2)(y+2) ~dy—2)
(2R + hy, + h,)(h, — h;)
d

> y—z=

0,25

(2R + h, + h,)(h, — h,)
d + e zd2+2R(hy—hZ)

2 2d

y:

0,25




(2R + hy + h,)(hy — h,)
L4 d _d* —2R(hy —hy)

2 2d

(a2 - 2R(hy — hz))2

(R+h,)?=R?>+2z>>R?*+h%?+2Rh, =R*+ YPE
d* + 4R*(h, — h,)" — 4Rd?(hy, — h,)

hZ + 2Rh, =

442 0,25
4d?(h% + 2Rh,) = d* + 4R*(h, — h,)” — 4Rd?(h, — h,)
d4
R2(hy = h,)" = Rd?(hy + h,) + - = d?hZ = 0
2 a*
R?(hy, — h;)" —Rd?(h, + h,) + 7 ~0
Se rezolva ecuatia de gradul I,
2 2
. d*(hy, + h,) + Jd4(hy +h,)" —d*(h, —h,)
= 2
2(hy — hy)
R dz(hy + hz) + 2d*,/h,h, 0,25
= 2
Z(hy - hZ)
_ hy, +h, +2 hyhzd2
2
Z(hy - hZ)
Solutia valida este
R hy, + h, —2,/h,h, 22
= 2 ,
z(hy - hZ)
deoarece pentru cealaltd solutie se obtine
h, + h, +2,/h,h 0,5
a2 —22Y = +—=d?(h, — h,) ’
;= Z(hy — hZ)
2d
d dhy+h, +2\/h,h, d(h, + /hyh;) <0
7 === = —
2 2 h, — h, (hy — h,)
z < 0 = solutie inacceptabila fizic
Calcul numeric: 0,5
R = 6400 km

c. Solutia 2




In cazul in care lucrim in aproximatia unghiurilor mici (ca in subpunctul b),
obtinem
1
y =~ |2Rh, o
z = +/2Rh,
y+z=d=28km 0,5
Combinand relatiile anterioare se obtine rapid
d? hy, + h, —2,/hyh,
R = = 2 d? 0,5
2(h, + hy, +2,/h,h,) z(hy —hy)
Calcul numeric: 0,5
R = 6400 km
Total 8

I1.2. Eclipse in sistem binar de stele (7 puncte)

Se considera un sistem binar de stele, dintre care una este alba iar cealaltd albastra. Steaua
alba este cu 0,8™ mai stralucitoare decat steaua albastra, iar raza sa este de 2,8 ori mai mare.
Determinati:

a) (3,5 puncte) Cu cat scade magnitudinea aparenta a sistemului in timpul eclipsei

principale.

b) (3,5 puncte) Cu cat scade magnitudinea aparenta a sitemului in timpul eclipsei

secundare.
Observatie: Considerati cd eclipsele sunt centrale.

a) Fie m; magnitudinea stelei albe, m; magnitudinea stelei albastre iar m magnitudinea
lor totala.
Aplicand formula lui Pogson:

F1+F2] 05p

2

mz—m=2,5lg£

ntrucat stelele sunt la aceeasi distantd: F ~ L 0,5p
Prin urmare avem: 0,5p

m, —m:2,5lg(%]:2,5lg[%+1]

2 2

i 2100,4(%—m2) ~ 2,09 0,5p

L2

Atunci, magnitudinea totala este: 0,5p




m=m,—2,51g3,09=m, -1,22

n cazul in care steaua alb3 eclipseazd steaua albastrd, doar steau alb3 este vizibila, prin | 0,5p
urmare magnitudinea aparenta totala a sistemului este chiar magnitudinea stelei albe.
Asadar:

Am=m -m=m —-m, +1,22=-0,8+1,22=0,42

0,5p

b) Tn cazul eclipsei secundare, steaua albastra trece prin fata stelei albe blocand astfel | 0,5p
o parte din lumina ce vine de la steaua alba.
Fractiunea de lumina care se va vedea de la steaua alba este:

2 2 2
f=%=1—(%) =0,87 1p

Magnitudinea totald a ssistemului in acest caz este:

m2—m'=2,5|g£Mj:2,5lg(%+1] 1o
L, L,

m,-m'~112

m'=m,-112

Magnitudinea sistemului se va modifica cu: 1p
Am'=m, —1,12—(m2 -1, 22) =0,1

Total 7p

Subiectul 111 (25 puncte)

I11.1. Soarele in viitorul indepartat (8 puncte)

ntr-un viitor indepartat, Soarele se va transforma intr-o giganta rosie, atingand astfel dimensiunea maxima
in decursul evolutiei sale. Raza sa va fi de 256 ori mai mare decat in prezent iar luminozitatea va creste de
2730 ori, pe cand masa se va micsora cu 33,2%. Se considerd ca pierderea de masa a Soarelui in faza de
giganta rosie se produce lent iar orbitele planetelor sunt circulare. Se cunoaste luminozitatea Soarelui

L, =3 846-10®° W si constanta Stefan-Boltzmann o =5,67-10° W /m?K .

a) (3,5 puncte) Care dintre planetele Sistemului Solar vor fi “inghitite” de Soare?

b) (2 puncte) Determinati temperatura medie absoluta la suprafata primei planete care nu va fi
inghitita de Soare.

c) (2,5 puncte) Care dintre planete se vor afla in zona de habitabilitate? Se neglijeaza efectul de sera.

Puteti folosi datele din tabelul de mai jos.

Planeta Semiaxa mare | Albedoul
(UA)
Mercur 0,386 0,12
Venus 0,724 0,59
Pamant 1.00 0,31
Marte 1,52 0,15
Jupiter 5,20 0,44
Saturn 9,58 0,46




Uranus 19,2 0,56

Neptun 30,1 0,51
Rezolvare:
a) Tntrucat masa Soarelui se modificd lent, orbitele planetelor raman
circulare.
Conform legii a 3-a lui Kepler: 1p
2 _ e
2 T2
M, T°M
Deasemenea momentul cinetic se conserva:
a,Vv, =av 1p
2 2
& _&
T, T
Din legea a 3-a lui Kepler si din conservarea momentului cinetic obtinem: 0,25 p

M,a, = Ma

Avand in vedere cd noua masd a Soarelui este M =0,688M,, razele orbitelor

tuturor planetelor (in afara de cele care cor fi inghitite de Soare) se vor mari cu un 0,5p
factor de 1,497 .
Noua raza a Soarelui este de 1,20 UA, prin urmare Soarele va inghiti planetele
aflate la o distanta de mai putin de 1,20/1,497 =0,80 UA. 05p
Planetele care vor fi inghitite de Soare sunt Mercur si Venus. 0,25 p
b) Considerand planetele in echilibru termic, avem:

|:i = Fr 05p

F = (1— A) F,

L(1-A)zr?
( )2 = 47[0'r2T';1 0,5p
dra

0,5
T 1M, L(1-A) P
2\ M,a, o

Prima planetd de la Soare va fi Pamantul, petru care obtinem temperatura la

echilibru termic T =1470 K 05p
c) Distanta fatd de Soare a zonei de habitabilitate poate fi exprimata astfel:
1 L(l— A)

4\ o




1 [L(1-A) M 03P

6‘0:4T2 o I\/I_0

Avand in vedere ca zona de habitabilitate este definitd ca regiunea in care
temperatura permite existenta apei in stare lichida, putem exprima limitele zonei 0,5p
de habitabilitate in functie de albedou:

Fie T, =273 K, respectiv T, =373 K .

a1=29,30\/1—A UA 0,5p
ay, =19,53V1- A UA
0,5p
a, =54,56v1—- A UA
a,, =36,45v1- A UA
Folosind datele din tabelul dat, ajungem la concluzia ca planeta Uranus se va aflain 0,5p
zona de habitabilitate.
Total 8p

111.2. Unde se afla steaua polara? (8 puncte)

Inca din antichitate, oamenii aproximeaza Polul Nord Ceresc cu Polaris (steaua alpha din

constelatia Ursa Mica). Polaris se poate identifica pe cerul noptii, prelungind de 5 ori segmentul
format de stelele Dubhe si Merak, reprezentand stelele alpha, respectiv, beta din Ursa Mare. Se

considerd ca Dubhe, Merak si punctul de interes format prin prelungire sunt pe un cerc mare.

a)

b)

d)

(2 puncte) Se cunosc coordonatele ecuatoriale (J2024.5) ale stelelor implicate: ap =
3"0™40%, 5, = 89°22'0" (Polaris); ap = 11"5™15%,6, = 61°37'29" (Dubhe); ay =
11"3™M19%, 6, = 56°15'19" (Merak). Determinati coordonatele ecuatoriale g, 8, ale
punctului teoretic Q obtinut prin tehnica prelungirii segmentului, descrisd mai sus.

(2 puncte) Calculati distanta unghiulara dintre Q si Polaris, respectiv dintre Q si Polul Nord
Ceresc. Se justificd acuratetea metodei?

(2 puncte) Se stie ca are loc fenomenul de precesie a echinoctiilor, cu o perioada de 25.780
de ani. Oblicitatea Terrei este € = 23°26’. Neglijam in cele ce urmeaza miscarea proprie a
stelelor. In ce an apropiat lui 2024, Polul Nord Ceresc era/va fi la distantd unghiulara
minimd de Polaris? Care este acea valoare minima a distantei unghiulare?

(2 puncte) In ce an apropiat lui 2024, metoda prelungirii segmentului pentru a gisi empiric
Polul Nord Ceresc era/va fi cea mai precisa? Cat de mare e eroarea? Comparati cu valorile
de lab).

Rezolvare:



a) (2 puncte) Avem triunghiurile sferice din dreapta. Determinam mai intai distanta
unghiulara dintre Merak si Dubhe, cu teorema cosinusului:
cos A = sin §p sin &y, + cos 8p cos &y, cos(ap — ay);
Numeric: A = 5°22'31". Calculdam acum unghiul Merak-Dubhe-Polul Nord Ceresc, cu teorema
cosinusului:
sindy; = cosAsin §p + sin A cos §p cosn;
Numeric: n = 177°6'42". Ne mutdm fin al
doilea triunghi, si putem calcula declinatia
lui Q:
sin§y = cos 5Asin 8, — sin 5A cos 6 cosn;
Numeric: 8o = 87°59'25"|. Pentru

ascensie, mai aplicam pentru latura DQ
teorema cosinusului:
cos 5A = sin§, sin§
+ cos &, cos 6p cos(ag
—ap);
Numeric: ay — ap = 2"42™3° = |a, = 13"47™18%|
b) (2 puncte) Distanta unghiulara dintre Q@ si Polul Nord Ceresc este 90° — &, = [2°0'35"].
Apoi, distanta unghiulara dintre Q si P se calculeaza tot cu teorema cosinusului:
cosApg = sindp sin §; + cos §p cos &, cos(aQ — ap) =>|APQ = 1°34'57" |

Deci punctul Q se afla la aproximativ doua grade de Polaris, respectiv, de Polul Nord Ceresc,
ceea ce pentru masuratori cu mainile si ochiul liber (gasirea punctelor cardinale, a meridianului
locului etc.), este o metoda suficient de precisa.

c) (2 puncte) Cu alte cuvinte, se cere momentul de declinatie maxima a stelei Polaris.
Fenomenul de precesie are urmatorul efect asupra coordonatelor ecliptice: latitudinea
ecliptica ramane neschimbata, in timp ce longitudinea ecliptica variaza crescéator liniar,
asa incat pentru o variatie de 360 de grade, este nevoie de 25780 de ani, deci viteza
unghiulara de precesie este Q = 360/25780 = 50,27"" /an. (i.e. sfera cereasca sufera o
rotatie in jurul Polului Nord Ecliptic, cu aceasta viteza)

Avem nevoie de triunghiul sferic ce realizeaza legatura dintre coordonatele ecuatoriale si cele
ecliptice, cel din dreapta. PNC
Calculam coordonatele ecliptice ale stelei

Polaris, astfel: 90-6a
sin Bp = cosesin§p — sing cos dp sinap = Lp
= 66°6'49";
sin §p = cos e sinfp + sin e cos fp sindp Q

= sinlp = 0,9998;
cosAp cosap

= cosdp =0,0192 = 4p

= 88°53'50".
Vrem sa vedem acum cum variaza in timp
declinatia. Pornim o discutie generala mai intai.
Aplicam teorema cosinusului pentru latura ce
corespunde complementului declinatiei, unde t
este diferenta dintre momentul de timp considerat si momentul actual de timp:

sind = cosesinfS +sinecosfsind;d = 6(t), A = A(t) = 1y + Qt; —g <p < g;sinecosﬁ > 0;
sinA(t) € [-1,1] = sin§(t) € [sin(B — €),sin(B + €)] = & € [arcsinsin(B — €),arcsinsin(f + €)].

cosép cosfp



s . L _(B+e B <90°—¢
Astfel, am gasit ca: 6,4, = arcsinsin(f +¢) = {180° —B—g B>90°—¢ asta se petrece
pentru: sinA(t) = 1 & A(t) = 90°, deci: t = (90° — 44)/Q. Numeric:
I 90°— 1, 90° — 88°53'50" _
Omaxp = Pp + € = 89°32°49"7; tp = Q = 5027 Jan = tp = 78,97 ani.

Prin urmare, in anul , Polaris va fi cel mai aproape de Polul Nord Ceresc, la o distanta
unghiulara de 90° — 8pqy p = [27'11"],
d) (2 puncte) Cu alte cuvinte, se cere momentul de declinatie maxima a punctului fictiv Q.
Calculam coordonatele ecliptice ale lui Q astfel:
sin By = cosesindy — sine cos §, sinay = By = 67°24'23";
sindy = cosesinf + sine cos B sin A, = sindy = 0,9966;
cosdy cosag

= > Ao = —0,0814 = A, = 94°40'20".
cosdy  cosfy 0840 Q

Similar cu punctul c), se va obtine numeric:

. " aaoaram . 90° =25 90°—94°40'20"
Smax,q = 180° — Bo — & = 89°9'37"; tg = —— = 5027 Jan
Prin urmare, in anul [1689], Q a fost cel mai aproape de Polul Nord Ceresc, la o distantd
unghiulara de 90° — 8,449 = . De-a dreptul impresionant, avem o eroare de maxim un
grad! Intr-adevér, ne aflam intr-o perioadd/epoca in care putem aproxima Polul Nord Ceresc fie
cu Polaris, fie cu tehnica prelungirii segmentului. Dar in alte epoci, peste mii de ani, va fi nevoie
de altceva, poate alte stele sa folosim...

= to = —334,59 ani.

Rezolvare Punctaj

a. Presupunand neglijabila variatia distantei heliocentrice, vom avea
decelerare uniforma:

©) 1
V=0t Qrgamt = Vo — B = t

Observatie. Atunci cind cometa care se apropie de Soare s-a aflat la distanta

heliocentrici r, particulele de la extremitatea coamei au fost incetinite cu

: . KM o .
acceleratia maximd Qpqqm = —f TZO. La momentul ejectiei particulelor,

cometa se afla mai departe de Soare fiind decelerate cu o acceleratie arqq <

arad,m-

La extremitatea coamei avem conditia 05
v=20 ’




de unde obtinem

vt
L= > (= 7000 km)

‘- v, 0,5
 BKMg
Fiind o decelerare uniforma, viteza medie este 0,5
_ Vo
T2
In final, lungimea coamei va fi L = vt, adicd
2,2
Lo Y
2PKMg 0,5
b. Daca tinem cont si de dependenta vitezei de ejectie de distanta
heliocentricd, obtinem
r2vg
L= ~r2vé(r) 0,5
2BKMg, 0
()~ s L~r? (=) oL
vo(r)~—==L~r*|—=) =L~r
° Jr Jr
Lungimea coamei este direct proportionald cu distanta heliocentricd, 05
deci aceasta va fi minima la periheliu. ’
c. Din legea Bobrovnikoff — Delsemme, determinam viteza de ejectie a
particulelor la 4 UA:
1
1 1UA m
UO(T') ~ \/_7 = 170(4- UA) = 170(1 UA) m = 290?
11 32 m
r2v, (1.5 x 10 m)= x 290 —
t = = — — S =13.6h 1
KMy 1x6.67-10"11Nm?kg=2 x 2 x 103%g
d. Lungimea coamei va fi
0,5




4.5 UA

o

Lungimea aparentd a cometei depinde de unghiul de faza ¢.

Determinam acest unghi din ASPC (Soare — Pdmant — cometd), aplicand 1
teorema cosinului:
S
cos¢ = A
457 +42-1% 097916
OS¢ = A5x4 O
¢ =11.7°
Lungimea aparenta va fi proiectia pe planul cerului, adica
de unde
_Lsing wvtsing
A 24 0,5
Numeric:
_ 7000 km X sin117° o o 0,5
T 45% 1.5 x 108 km /rad =0.
Total 9




