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Etapa local¼a - 17. 02. 2018

BAREM DE CORECTARE - Clasa a IX � a

PROBLEMA 1. S¼a se rezolve în muļtimea numerelor reale, urm¼atoarele ecua̧tii:

a) x [x] + x fxg+ fxg [x] = x2 + [x]2 + fxg2 ;

b) fxg+ 1

fxg = [x] +
1

[x]
:

fxg şi [x] reprezint¼a partea fraçtionar¼a, respectiv partea întreag¼a a num¼arului real x:
Barem de corectare.

a) a2+b2+c2 = ab+bc+ca, a = b = c; prin urmare x = [x] = fxg şi ob̧tinem x 2 Z\ [0; 1) =
f0g singura solu̧tie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4p)

b) Condi̧tii: fxg 6= 0 şi [x] 6= 0 deci x =2 Z şi x =2 [0; 1] : .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

Se ob̧tine ecua̧tia (fxg � [x]) (fxg [x]� 1) = 0: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

Avem fxg = [x] cu x = 0 respectiv fxg = 1

[x]
cu [x] = k 2 Z: Din x = [x] + fxg şi condi̧tii

ob̧tinem muļtimea solu̧tiilor
�
x = k +

1

k

���� k 2 Z n f�1; 0; 1g� :. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)
PROBLEMA 2. Ar¼ata̧ti c¼a oricare ar � numerele reale x şi y; au loc urm¼atoarele inegalit¼a̧ti:

jx+ yj
1 + jx+ yj �

jxj+ jyj
1 + jxj+ jyj �

jxj
1 + jxj +

jyj
1 + jyj :

Barem de corectare.

jx+ yj
1 + jx+ yj �

jxj+ jyj
1 + jxj+ jyj =

1

1 + jxj+ jyj �
1

1 + jx+ yj =
jx+ yj � jxj � jyj

(1 + jxj+ jyj) (1 + jx+ yj) � 0 (4p)

jxj+ jyj
1 + jxj+ jyj =

jxj
1 + jxj+ jyj +

jyj
1 + jxj+ jyj �

jxj
1 + jxj +

jyj
1 + jyj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)



PROBLEMA 3.

a) Demonstra̧ti c¼a triunghiurile ABC şi A0B0C 0 au acelaşi centru de greutate, dac¼a şi numai

dac¼a
��!
AA0 +

��!
BB0 +

��!
CC 0 =

�!
0 :

b) Pe laturile triunghiului ABC se consider¼a punctele M 2 (BC) ; N 2 (CA) ; P 2 (AB)

astfel încât
BM

BC
= m;

CN

CA
= n;

AP

AB
= p:Se noteaz¼a cu G şi G0 centrele de greutate ale

triunghiurilor ABC; respectiv MNP: Ar¼ata̧ti c¼a:

i) PunctulG0 se a�¼a pe mediana dinA a triunghiuluiABC; dac¼a şi numai dac¼a n+p = 2m:

ii) Punctele G şi G0 coincid, dac¼a şi numai dac¼a m = n = p:

Barem de corectare.

a) Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC: Avem
��!
AA0 +

��!
BB0 +

��!
CC 0 =

�!
AG +

��!
GA0 +

��!
BG+

��!
GB0 +

�!
CG+

��!
GC 0 =

�!
0 : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Reciproc, �e G centrul de greutate al triunghiului ABC; deci
�!
AG+

��!
BG+

�!
CG =

�!
0 : Ob̧tinem

��!
AA0 +

��!
A0G+

��!
BB0 +

��!
B0G+

��!
CC 0 +

��!
C 0G =

�!
0 ; de unde avem

��!
A0G+

��!
B0G+

��!
C 0G =

�!
0 ; deci G

este centrul de greutate al triunghiului A0B0C 0: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

b) i) Fie A0 mijlocul segmentului [BC] : Avem G0 2 AA0 ,
��!
AG0 şi

��!
AA0 sunt coliniari. Din

��!
AA0 =

1

2

�!
AB +

1

2

�!
AC;

��!
AG0 =

1�m+ p
3

� �!AB + 1� n+m
3

� �!AC şi 1 �m + p = 1 � n +m
ob̧tinem n+ p = 2m: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

ii) Punctele G şi G0 coincid , �!
AP +

��!
BM +

��!
CN =

�!
0 , (p�m)�!AB + (m� n)�!AC = �!0 ,

m = n = p: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

PROBLEMA 4. Fie (xn)n�0 un şir cu x0 = 0; x1 = 1 şi 2xn + 3xn+2 � 5xn+1;8 n � 0: Ar¼ata̧ti
c¼a pentru orice num¼ar natural n are loc inegalitatea:

xn � 3
�
1�

�
2

3

�n�
:

Barem de corectare.

3 (xn+2 � xn+1) � 2 (xn+1 � xn) ; adun¼am inegalit¼a̧tile scrise pentru n = 0; 1; : : : ; n � 2 şi
ob̧tinem 3xn � 2xn�1 � 3x1 + 2x0 � 0 şi 3xn � 2xn�1 + 3: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4p)

Inegalitatea cerut¼a se demonstreaz¼a prin induçtie, observând c¼a xn �
2

3
xn�1 + 1: . . . . . (3p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


