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CLASAaXa

Problemal. Fie abeR,a<b.

a) Sa se arate ca functia f :[a,b] > R, f (x)=+vx—a++b—x, este strict crescatoare pe intervalul

a+b| . . y . a+b
a,T si strict descrescatoare pe intervalul T,b :

b) Si se rezolve ecuatia \/x—2017 + [y — 2017 ++/2018 — x + /2018 —y =2/2 .
Problema 2.
- . log, (x-3) logo(x+1) A 2
a) Sa se rezolve ecuatia: (Xx+1) +2-(x-3) =3%x°+6X+3
b) Sdsearate cd a°®°+b"%* +¢"%° >a+b+c, Vab,ce (1,00).
Problema3. Fie A= {z eCl2] Sl}.

2z —1 A

a) Aratati ca z € Adaca si numai daca

2+iz
b) Daca (1+ Z)e Asi (1+ 22) € A, aratatica z € A.
Problema 4.
Fie z,,2,,2, € C", doua cate doud distincte, astfel incat z, .2,=1,-1,=1,-7,. S se arate ci Z,,Z,,Z, sunt

afixele varfurilor unui triunghi echilateral.

Timp de lucru: 3 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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Barem

Problema l. Fie a,beR,a<b.

a) Sa se arate ca functia f : [a, b] —>R,f (X) =+/x—a++b—x, este strict crescitoare pe intervalul

a+b| . . g . a+b
a,T si strict descrescatoare pe intervalul T,b :

b) Sa se rezolve ecuatia \/x — 2017 +,[y —2017 ++/2018 — x +,/2018 -y =2+/2..

Solutie si barem: Fie XX, e{ a+b} X, < X,

f(%)—f(x)=yX—a+o—x,—x—a—b—x =

= achta’ - =% =(%—%) L — 1 | 2p
Jo-a+x—a Jo—x+fb-x ° Jo—a+x—a Jb—x, +b-x

Dar cum x,,X, € [a,aTer} cavem ca Ab—x, 2 X, —a si Jb-x 2 —a. 1p

Intrucat \/b—xz +\/b—x1 > \/X1 —-a +\/X2 —a,rezulta cad f(x,)—f(x)>0, decifeste
. 9 a+b

strict crescatoare pe [a,T} .................................................................................. 1p

< . < a+b

Analog se arata ca f este strict descrescatoare pe > b.

b) Din conditiile de existenta avem X,y € [2017, 2018] . Fie a=2017,b =2018.

Din observatiile de la punctul a), deducem ca X = ar b este punct de maxim al functiei f .......... 1p

SICumf(a+bj ,f ,/b 2 = J2(b—a) =2, vom avea

F(X) SN2, F(Y) SN2 oo 1p
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prin urmare
f(x)+ f(y)=2v2=22(b-a) = x=y= a;b S 1p
Problema 2.

a) Sa se rezolve ecuatia: (X +1)I092(X73) +2- (X —3)'092()”1) =3x* +6X+3

b) Sasearate cda a°®*°+b"%*?* +¢"%" >a+b+c,V ab,ce (1,00) )

Solutie si barem:

a) Folosind formula a"°®° =¢"%* ecuatia devine
(K1) 220 4 2 (X42) 0 S B(XAL) e 2p
Cumavem X>3=100,(X—3)=2=>X=7 ..ottt 1p
b) 2-(a'°gbc +b'%? +c'°9ab) =@"%° 4 B2 4 %2 4 g/o%P 4 gl L= 1p

(alogbc+alogcb)+<blogca+b|ogac)+(clogba+Clogab)22. a‘Iogbc+logcb +2_\/blogca+logac +2_\/Clogba+logab ,2p

conform inegalitdtii mediilor, si utilizand aceeasi inegalitate avem
log, c+log, b>2 si analoagele, deci 2(a%° +b"%* +¢'*") > 2(a+b+c)

iar prin impartire cu 2 rezulta inegalitatea de demonstrat..............oooiiiiiiiiiiiiii e 1p

Problema 3. Fie A:{z e <CH2|31}.

2z —1 A

a) Aratati ca z € Adaca si numai daca

+1Z
b) Daca (1+ Z)e Asi (1+ 22)6 A, aratatica z e A.

Solutie si barem:

2z —i 22 —i

: —| <1 22— S[240Z] oo 1p
2+1z 2+1z

ceAs

a)

e A . 2 - . . o .
Utilizand proprietatea |Z| =17-Z, inegalitatea precedentd se rescrie

(22—i)(2§+i)s(2+iz)(2—if) .............................................................................. 1p
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sau 4|z +2iz 212 +1< 4202+ 202 +2] oo 1p
. g . 27 —1i
ceea ce echivaleaza cu |Z| <1l,deci ze A o1 E A 1p
+iz
b) Utilizand formula (1+2)" =1+2z+2*, rezulta ca 2z =(1+2) —(1+2%) ...cocooooiiiiiiincne, 1p
Astfel, folosind inegalitatea triunghiulara, obtinem
22| <42 +14+ 2| <2 |z SI= 2 € AL, 2p

Problema 4.
Fie z,,z,,z, € C', doua cate doua distincte, astfel incat z,-z, =7,-7, =z,-7, . Sd se arate cd z,,2,,Z, sunt

afixele varfurilor unui triunghi echilateral.

Solutie si barem:

Trecem la modul si obtnem |z,|-|z,| =|z,|-|z,| =|z|-|z| = |2| =|2| = 23] v vvooovvveee 2p
Conjugam acum relatia din enunt §i Ob{inem Z, -2, =2, Zy = Zy-Zycvvveeeeeoeeeeeeeeeeeee e 1p
|z, -2, :(21—22)(2_1—2):|zl|2—zl-Z—zz-z_l+|zz|2 ................................................... 2p
|z, ~2,[ =(z, - 23)(2_2—Z)=|22|2 2,22y 2y |2y e 1p

Din consideratiile de mai sus rezultd ca |z, — z,|=|z, — z,| si analoagele,

deci triunghiul este echilateral........... ... i 1p

Notdi: Orice altid solutie corecta sau demers de rezolvare corect Se va puncta corespunzdtor.
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