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Olimpiada Naţională de Matematică 2018 

Etapa locală – Iaşi, 1  februarie 2018 

 

CLASA a X a 

 

     Problema 1.  Fie , ,a b a b  .  

        a) Să se arate că funcţia    : , ,f a b f x x a b x     , este strict  crescătoare pe intervalul  

       ,
2

a b
a

 
 
 

 şi strict descrescătoare pe intervalul ,
2

a b
b

 
 
 

. 

        b) Să se rezolve ecuaţia 2017 2017 2018 2018 2 2x y x y        . 

      Problema 2.   

        a) Să se rezolve ecuaţia:  
 

 
 2 2log 3 log 1 21 2 3 3 6 3

x x
x x x x

 
        

        b) Să se arate că 
log log logb c ac a b

a b c a b c     ,  , , 1,a b c   . 

      Problema 3.     Fie  1A z z   . 

       a) Arătaţi că z A dacă şi numai dacă 
2

2

z i
A

iz





. 

       b) Dacă  1 z A  şi  21 z A  , arătaţi că z A . 

     Problema 4.   

       Fie *

1 2 3, ,z z z  , două câte două distincte, astfel încât 1 2 2 3 3 1z z z z z z     . Să se arate că 1 2 3, ,z z z  sunt  

       afixele vârfurilor unui triunghi echilateral. 

 

 

 

 

 

     Timp de lucru: 3  ore. 

     Fiecare problemă  este notată  cu 7 puncte. 
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Olimpiada Naţională de Matematică 2018 

Etapa locală – Iaşi, 1 februarie 2018 

CLASA a X a 

Barem 

      

     Problema 1.  Fie , ,a b a b  .  

     a) Să se arate că funcţia    : , ,f a b f x x a b x     , este strict  crescătoare pe intervalul  

       ,
2

a b
a

 
 
 

 şi strict descrescătoare pe intervalul ,
2

a b
b

 
 
 

. 

      b) Să se rezolve ecuaţia 2017 2017 2018 2018 2 2x y x y        . 

      Soluţie şi barem: Fie 1 2 1 2, , ,
2

a b
x x a x x

 
  
 

 

   2 1 2 2 1 1f x f x x a b x x a b x         = 

 2 1 2 1
2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

1 1x x x x
x x

x a x a b x b x x a x a b x b x

  
     

             

………..2p 

Dar cum 1 2, ,
2

a b
x x a

 
  
 

 , avem  că 2 2b x x a    şi 1 1b x x a   ………………………1p 

 Întrucât 2 1 1 2b x b x x a x a       , rezultă că    2 1 0f x f x  , deci f este  

strict crescătoare pe ,
2

a b
a

 
 
 

……………………………………………………………………….1p 

Analog se arată că f este strict descrescătoare pe ,
2

a b
b

 
 
 

. 

b) Din condiţiile de existenţă avem  , 2017,2018x y . Fie 2017, 2018a b  . 

      Din observaţiile de la punctul a), deducem că 
2

a b
x


  este punct de maxim al funcţiei f ……….1p 

şi cum  2 2
2 2 2

a b b a b a
f b a

   
     

 
, vom avea   

  2f x  ,   2f y  , ……………………………………………………………………….…1p 
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prin urmare 

     
2017 2018 4035

2 2 2 2
2 2 2

a b
f x f y b a x y

 
         ………………………1p 

 

        Problema 2.   

        a) Să se rezolve ecuaţia:  
 

 
 2 2log 3 log 1 21 2 3 3 6 3

x x
x x x x

 
        

        b) Să se arate că 
log log logb c ac a b

a b c a b c     ,  , , 1,a b c  . 

             

                Soluţie şi barem: 

        a) Folosind formula 
log logb bc a

a c , ecuaţia devine 

            
 

 
 

 2 2log 3 log 3 2
1 2 1 3 1

x x
x x x

 
      …………………………………………………………..2p 

           Cum avem 3x    2log 3 2 7x x    ………………………………………………………..1p 

        b)  log log log log log log log log log
2 b c a b b c c a ac a b c a a b b c

a b c a c b a c b         =……………………………..1p 

                log log log log log log log log log log log log
2 2 2b c c a b a b c c a b ac b a c a b c b a c a b

a a b b c c a b c
  

           ,...2p 

            conform inegalităţii mediilor, şi utilizând aceeaşi inegalitate avem 

            log log 2b cc b   şi analoagele, deci 
log log log

2( ) 2( )b c ac a b
a b c a b c       

            iar prin împărţire cu 2 rezultă inegalitatea de demonstrat………………………………..………..1p 

           

 

       Problema 3. Fie  1A z z   . 

       a) Arătaţi că z A dacă şi numai dacă 
2

2

z i
A

iz





. 

       b) Dacă  1 z A  şi  21 z A  , arătaţi că z A . 

         Soluţie şi barem:  

       a) 
2 2

1 2 2
2 2

z i z i
A z i iz

iz iz

 
      

 
………………………………………………………….1p 

           Utilizând proprietatea 
2

z z z  , inegalitatea precedentă se rescrie  

                  2 2 2 2z i z i iz iz     ……………………………………………………………………1p 
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             sau 
2 2

4 2 2 1 4 2 2z iz iz iz iz z       …………………………………………………………1p 

            ceea ce echivalează cu 1z  , deci 
2

2

z i
z A A

iz


  


…………………………………………….1p 

 

     b) Utilizând formula  
2 21 1 2z z z    , rezultă că    

2 22 1 1z z z    ………………………..…1p 

         Astfel, folosind inegalitatea triunghiulară, obţinem  

         
2 22 1 1 2 1z z z z z A         ………………………………………………….……….2p 

 

 

       Problema 4.   

       Fie *

1 2 3, ,z z z  , două câte două distincte, astfel încât 1 2 2 3 3 1z z z z z z     . Să se arate că 1 2 3, ,z z z  sunt  

       afixele vârfurilor unui triunghi echilateral. 

 

           Soluţie şi barem: 

        Trecem la modul şi obţnem 1 2 2 3 3 1 1 2 3z z z z z z z z z        ………………………..…2p 

         Conjugăm acum relaţia din enunţ şi obţinem 1 2 2 3 3 1z z z z z z     …………………………….…1p 

            2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2z z z z z z z z z z z z          …………………………………………...2p 

            2 2 2

2 3 2 3 2 3 2 2 3 3 2 3z z z z z z z z z z z z          ……………………………………….…1p 

         Din consideraţiile de mai sus rezultă că 1 2 2 3z z z z    şi analoagele,  

         deci triunghiul este echilateral……………………………………………………………………..1p 

        

        

       Notă: Orice altă soluţie corectă sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzător. 
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