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CLASA a XII -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

1. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa

x*y=x+y+xysisenoteazd x,, = x * x * ...* x, Vn € N". Sa se determine:
~—_———
ndex

a) numerele reale x care sunt egale cu simetricele lor in raport cu legea ,,* ”;

b) numerele reale y pentru care y, = 63;

c) numerele reale k pentru care multimea M = [k, +0) este parte stabila a lui R in
raport cu legea ,,* ”.

Solutie:
a) Elementul neutru al legii ,,* ” este e = 0 si simetricul lui x € R \ {—1} este

x' = ——— Dinx = x', se deduce x € {0, —2}.
1+x

b) Avemcix*y = (x+1)(y+1) —1,Vx,y € Rsilegea,* ” este asociativa. Atunci
y,=y*y=(y+1)?2—1,deunderezulticiy, =y, xy, = (y + 1)* — 1. Cum
Y6 = Va * ¥, deducem cd y, = (y + 1)¢ — 1. Din (y + 1)® — 1 = 63, rezulti ca
y € {—3,1}.

c) Daca M = [k, +0) este parte stabild, atunci k * k € M, de unde se obtine
k% + 2k >k, adicd k € (—o0,—1] U [0, +00).
Pentruk < —1,ludnd x = k € M siy = k? € M, se obtine
x*y =k(k?+k+1) <k,deunde deducemcix xy & M.
Pentru k = —1, daca x,y € [-1,+), atunci (x + 1)(y + 1) = 0,decix xy € M.
Pentru k > 0,dacax,y € M,atuncix,y > 0six*y =x+y+xy =>x >k, deci
x*y € M.

Concluziondm ca k € [0, +o) U {—1}.
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Detalii de rezolvare Barem
asoclat
a) Afla ca elementul neutru al legii ,,* ” este e = 0 si simetricul lui x € R \ {—1} 1
este x' = ——, P
1+x
Rezolva ecuatia x = x' si obtine x € {0, —2}. 1p
b) Araticiy, = (y + D¢ — 1 1p
Obtine y € {—3,1}. 1p
C) Pune conditia k * k € M, de unde obtine k € (—o0, —1] U [0, +0). 1p
Arata ca, pentru k < —1, M nu este parte stabila. 1p
Arata cd, pentru k = —1 si k > 0, M este parte stabila. 1p
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2. Sase calculeze

e
——dx
f (x + 3)?
Solutie:
Avem ci f = +3)2 dx = [(x3-e ( ) dx. Integrand succesiv prin pirti, obtinem ci
[ gy = ) x2(x +3) - ——=dx =
(x+3)2 x+3
+f(x)l Zd __x3'_ex+ x_2_2f x.d__x3-_ex+ x_2_2(x
— e x=-——-+e*x e xdx =—"——+e" x e
3
x—ex)+C'=ex-(—x—+x2—2x+2)+6=ex-w+(3
x+3 x+3
.. Barem
Detalii de rezolvare :
asociat
_ =1y 2p
Observa ca f 3)2 _dx = [(x3- (x+3) dx.
o e e . . . x3e* _ 2 2p
Integreaza prin parti si obtine ca [ G dx = x“dx.
Integreaza prin parti si obtine ca [ e* - x2dx = e*(x? — 2x + 2) + C. 2p
. . x3e¥ _ _x X’-4x+6
Obtine ca fmdx =e* - ———+C. 1p
3
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3. Se considera grupul (G,) cu elementul neutru e.

a) Demonstrati ci (aba )" = ab™a"1,Va,b € G sin € N*;
b) Demonstrati ca daca exista a, b € G astfel incat ababa = babab, atunci
a?%%* = ¢, daci si numai daci h20%* = e.

Solutie:

a) Demonstrim prin inductie matematici. Fie P(n): (aba™1)" = ab™a™!,n € N*.
P(1):aba™! = aba™?! (adevirati).

P(k) » P(k+ 1),V k € N*. Presupunem P(k) adevarata, de unde rezulti ca
(aba™ )kt = (aba™1)* - (aba™') = ab*a~taba™! = ab**'a™!, deci P(k+1)
este adevirati, de unde concluzia ci (aba™*)" = ab™a"1,Va, b € G sin € N*.

b) Daci ababa = babab, atunci (ab)?a = (ba)?b. Inmultind la stinga si la dreapta cu
(ab)™1, obtinem (ab)a(ab)™! = (ab)~1bh(ab). Conform subpunctului a), avem ci
(ab)a?°**(ab)~! = (ab)~1b?°%*(ab). Daci a?°%* = e, atunci (ab)~1bh2°%*(ab) =
e, iar inmultind la stanga si la dreapta cu (ab), respectiv (ab) ™!, obtinem ca h?°%* =

e. Analog, daci h292* = ¢, atunci a?%%* = e.

Detalii de rezolvare Bare_m
asoclat
a) Demonstreazi prin inductie matematici P(n): (aba )" = ab™a™1,n € N*. 3p
b)Deduce ci daci ababa = babab, atunci (ab)?a = (ba)?b, deci 1
(ab)a(ab)™t = (ab)~b(ab). P
Deduce, folosind subpunctul a), ci (ab)a?°?*(ab)~! = (ab) " 1b%°%*(ab). 1p
Argumenteazi ci daci a2°?* = e, atunci (ab)"1b2°2*(ab) = e, deci b?°%* = e. 1p
Argumenteazi ci daca b292* = e, atunci (ab)a?°?*(ab)~! = e, deci a?%?* = e. 1p
4
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a) Sa se arate ca functiile F,G: (0,4+o) - R, F(x) = arctg x si G(x) = —arctg i
sunt primitive ale aceleasi functii,
b) Sa se calculeze
(x In X)2023
J (x% + x + 1)2024

n

- cos(2024arctg x)dx,unde n € N*.

Solutie:

a) Avemca F'(x) =G'(x) = ﬁ,Vx € (0, +0), de unde concluzia.

b) Din subpunctul a), cum doua primitive ale aceleasi functii difera printr-o constanta,
rezulta cd arctg x + arctg % = ¢,Vx € (0,+). Pentru x = 1, deducem ca
c=2arctgl= g, de unde rezulta ca arctg % = g —arctg x,Vx € (0, +00).

A 1 U . 1 .
Efectuand in integrald schimbarea de variabilda y = ot dx = — 3% dy, obtinem

n
. J- (x In X)2023
] G 1)
n

- cos(2024arctg x)dx =

2023

oo - r )] (-5 -

1
_ f yz})23 (ln %)
n

1 1
S+=+1
y: oy
n
In y)2023 1
(Iny
- __f 1 T cos(1012m — 2024arctg y)dy =
1 y2023 . — 0 (y2 + y + 1)2024 y
n y
r ( 1 )2023
yiny
== 2 so7z " cos(2024arctg y)dy = —I.
1 *+y+1
n

Cum!l =—I,rezultacal = 0.
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este 0.

Detalii de rezolvare aBS%rCeiZ;
4 14 1
a)F'(x) =G'(x) = VX € (0, +0). 2p
b)Obtine identitatea arctg i = g —arctg x,Vx € (0, +). 1p
Efectucaza schimbarea de variabila y = %, dx = — y_12 dy. 1p
L1 (ln1)2023
. n_(xlnx)20%3 _ (nyoB\,
Obtine f% Gt 0T cos(2024arctg x)dx = [ (i+1+1)2°24
vy 1p
n 1
cos [2024 (E —arctg y)] (— ﬁ) dy =
n
1 2023 1
= _f 1( ny) — cos(1012m — 2024arctg y) dy = 1
1 Y202 o (y2 +y +1)2024 ¥ p
n
n (ylny)>2023 . . . . .
= —f% W-cos(2024arctg y)dy si concluzia ca valoarea integralei o
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