Barem clasa a 1 X-a

(OLM 2015-etapa locala)
Of. 10 p

Subiectul 1. (20 puncte)
Aplicand inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwartz, avem

(./a1+2-1+ a,+6-1+...,/a, +n.(n+1)-1)2 <(1+1+...+1)-(a +2+a,+6+...a,+n-(n+1))

(10 p)

<n-(a+a,+...a,+1-2+2:3+...+n-(n+1)) 6))
n-(n+1)-(n+2

Se demonstreazi prin inductie matematicicd 1-2+2-3+...+n-(n+1)= (n+1)( ) : (5p)
Inlocuind 1n relatia (1) se obtine inegalitatea ceruta. 5p)
Subiectul I1. (30 puncte )
Se aratd cd A,B,C mijloacele segmentelor NM , NP respective MP , deci
e e
rA:E(rMHN), rB:E(rP+rN)§1 rC:§<rM+rP) (10 p)
G, centrul de greutate al triunghiului BCP = r, = %(E+E+E)
G, centrul de greutate al triunghiului ACM =1 = %(a+a+a)
G, centrul de greutate al triunghiului ABN = r, = %(a+g+ﬂ)
Se observd cd §+E+E=§+§+E=§+E+Q (10 p)

Din A—GFE—E. BGZ:E—Eﬁ C—Gs:g—a rezultd cd AGl+BG2+CG3=E+E+E—<E+E+E):O'

deci cu vectorii  AG,,BG, si CG, se poate construi un triunghi. (10 p)

Subiectul I11. (25 puncte )

a) Teorema bisectoarei ne permite sa scriem :
(b+c¢)-AD =b-4B +¢-AC, (1)
(a+¢)-BE=a-BA+c¢-BC, (2) (20 p)
(@+b)-CF=a-CA+b-CB. (3

Inmultind relatia (1) cu a, relatia (2) cu b si relatia (3) cu ¢ si apoi insumand egalitatile obtinute , gasim :
a(b+c¢)-AD + bla+c¢)-BE +cla+b)-CF = 0. 5p)

Subiectul 1V. (15 puncte )

ay = (k2 —k—2)(k2+ Tk +10) + 36 = /(k — 2)(k + 1)k + 2)(k + 5) + 36 =

= (k2 + 3k —10)(k2 + 3k +2) + 36

Notam k? + 3k — 10 =t = a, = /t(t + 12) + 36 =t + 6

Deci a; = k? +3k — 4 (10 p)
Pentruk =1 avem [ya;] = 0, pentru k € {2,3,4} avem [\/a,| = k.

Pentruk =5=>k+1=vk2+3k -4 <k+2>[Ja,] =k +1.

Obtinem 2+3+4+6+7+--+n+1=490=n+1)(n+2)=992=n =30 5p)




Barem clasa a X-a

(OLM 2015-etapa locala)
Of. 10 p

Subiectul I. (20 puncte)

Aplicdm inegalitatea lui Jensen functiei f, f: (0, %) — R, f(x) = tg*x (5p)
f (A+B+C) < f(A)+f(B)+f(C)1 de unde tng n ngB 4 tgzc > 3592 (ﬂ) —
3 3 3
tg*A + tg’B + tg*C = 3tg? % = tg?A +tg*B + tg*C = 9. (10 p)
Egalitatea are locpentru A = B = € = % (5p)

Subiectul I1. (30 puncte )

NI

13¥ .25 7 2.31"1 = 2015/ : (13:5-31)= (10 p)
13x2—1 . 25x2+2x+l . 31x2+x _ 1<:>13(x+1)(x—1) . 25(x-¢—l)2 . 31x(x+1) 1 [13X—l . 25x+1 .31 ](X+1) 1. (10 p)
Logaritmam ambii membri:(x+1) - Ig(13** - 25" .31% ) = 0=> X, = —15i (X -1) - IgL3 + (x +1) - Ig25 + x-1g31 = 0

Ig13-1g25

X, = : 10

> 1g13+1g25+Ig31 (10p)

Subiectul I11. (20 puncte )
n,—1.2.3”_..”<1+2+3+...+n:n;—l (10 p)

n
:>IogmnT+1>Iong/m=1 (10 p)

n
Subiectul V. (20 puncte )

Aflarea raddcinilor ecuatiei binome z, = C0S 7+ 2k isi 7+ 2k ke {0,1, 2,3} si reprezentarea lor (15 p)

Imaginile geometrice ale radacinilor ecuatiei sunt varfurile unui patrat inscris in cercul unitate, ale carui laturi sunt
paralele cu axele de coordonate. 2p)

Axele de coordonate impart patratul M;M,M,M, in patru patrate de latura 72 si diagonale egale cu 1, deci distanta

maximi dintre doud puncte P (z;), P, (Z i )aﬂate in interiorul unui astfel de patrat este ‘Zi -z, ‘ <1 (2 p)

Cum avem 5 puncte, existd doud care se afla intr-un astfel de patrat (principiul cutiei) 1 p)



Barem clasa a Xl-a
(OLM 2015-etapa locala)

Of.10p
Subiectul 1. (20 puncte)
Se aratd cd dacd a+b-+c = atunci tga+tgb+tgc=tga-tgb-tgc. 5p)
Folosind proprietitile determinantilor, avem
tga tgc—1 tgb+ 1 tgc—1 tgb+1
tgc+tgh  tga-1 1 |c,+c,+¢c, tga-tgb-tgc(l tga-1 1
tga-tgb-tgc -1 1 1 -1 1
1 tgc-1 tgb+ t0a_tac  —tab
I,-11,—1 tga-tgb-tgc|0 tga-tgc —tgb |=tga-tgb-tgc J ‘ Cg tgb‘ (15 p)
0 —tgc —tgb g J
=—tg°a-tg°b-tgc <0
Subiectul I1. (20 puncte )
A5 B — AP, g5 _ (AB)ZOlS -0 (10 p)
(1,~AB)(1,+ AB-+(AB) +...+(AB)™)=1,~(AB)"™* =1, Deci I, - ABeste inversabili. (10 p)

Subiectul I11. (40 puncte )
1

a) Utilizam criteriul Cesaro-Stolz, pt. 8, = ——+——+...+ si b, =In(n+2015), b, — oo, crescator.  (*)
2015 2016 n+ 2104
1
lim &1 =% _ iy N+2015 ___ jjpy R L I )
ooy —b,  now In(n+2016) N—o |n[]_ 1 j + . 1 n+2015 Ine
+
n+2015 n+2015 In| lim (1+ n+2015j
C.C.-S. .
Din (%), (*¥) = limx =1; (20 p)
2
b) a, ZEan—nJrl (10 p) b, =2n*+n (5p) lim(4a, )b" =e Gp)
4 2n“+n n—>o

Subiectul 1V. (10 puncte )

Din relatia de recurenta rezulta ca X, >0, pentru orice n>1. (2 p)

Putem scrie: [x,,, 4| = [y, +45~7)~(/x, +5 3] <[{x, +45 7| +|yx, +5-3 =

JX, +45+7 Jx,+5+3 " | Jx, +45+7 Jx, +5+3) " 7 3) 217"
o - . 10 10Y’ 10\
Folosind inegalitatea obtinutd, avem succesiv:  [X,, —4|<=|x -4 <| = | [x,, -4 <-<[=| |[x,—-4 (2p)
21 21 21
Folosind criteriul majorarii, din |x, —4| < (%) X, — 4, obtinem limx, =4. (1p)
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Subiectul I. (40 puncte)
a) A(x)-Aly)= A(x+y)= A(x)- A(y) e G =G este parte stabila a lui M,(R)in raport cu inmultirea

matricelor; (5p)
Inmultirea in M,(R)este asociativa, deci si in G este asociativa; (5p)
I, = A(O) € G este elementul neutru pentru inmultirea in G; 5p)
A(x)- A(-x)= A(~x)- A(x)= A(0)= I, deci orice element din G este simetrizabil; (5 p)
A(X)- A(y) = A(X + y) = A(y + X) = A(y)~ A(X) , deci iTnmultirea in G este comutativa; 5p)
b) Fie functia f:G — R, f(A(x))=x
f bijectiva (5p)
f(AX)A(Y))= f(A(x+y))=x+y=f(AXx))+ f(A(y)), deci f este morfism de grupuri (5 p)

0 f(A")= f(A- A -AJ: f(A)+ F(A)+...+ F(A)=n- f(A)=nx= A" = f *(nx) = A(nx)

ori

Atunci A?*'°= A(2015x). (5p)

Subiectul I1. (10 puncte )
Fie e elementul neutru al grupului G. Aratam ca X # X1 VxeG\ { }

Presupunem cd IxeG\{ejx=x"=x’=e= f(x)=e, dar  f(e)=e= f(x)= f(e)= x=e;Contrad.
Deci x=x ", VxeG\ {e}. Daca grupam elementele multimii G \{ } in perechi de form ( ) observam ca G\ {e}
are un numar par de elemente, deci G va avea numdr impar de elemente. (10 p)

Subiectul I11. (20 puncte )

a) Teorema de medie = J'x-sin%dx =F(n)-F@)=(n-1)f(x,)=(n-1)x, -sinxi,xn e(Ln) (5 p)
lim 2 [ sin Zdx = lim 1(n 1)x, sinL = fim =1 X, sint =1 (5 p)
n-o N 1 X n—o N Xn n—o N Xn

| —

.1
Xp —00=>X,, -Sin——1
Xn

n n

b) e™>l+nx =nx=In(l+nx) = Y In(l+k)<>kx =

n 1 n
= In(1+kx) < n(n+1) X = I In(1+kx )x < n(n+1) . (10 p)
k=1 0 k=1 4
Subiectul 1V. (20 puncte)
[ 2 .
F(x)= I XEVX L R, f(X)=1+——— < (") =1+ X (10 p)
f(x)-vx%+1 x? +1 x? +1

Deci eF® = x+vx?+1+C, F(0)=0=C=0= F(x)=|n(x+\/x2+1):> f(x)= ! (10 p)
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