Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
16 februarie 2013
Clasa a V-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolviri partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Puncta
problemei
a) Calcul corect si complet.Rezultat calcul =2014 2p
1. b) Calcul corect si complet.Rezultat calcul =1006 3p
¢) Calcul corect si complet.Rezultat calcul =11 2p
A=aa,a,.a_a =a 10" +a, 10" +..+a_,-10°+a_,-10+a, Zp
s(A)=a,+a,+a,+...+a,,+a, ,+a,
A=[a,-99..9+4a,-999..99+...+a, ,-99+a_,-9+(a,+a, +...4+a )X 2p
(n-1)cifre (n-2)cifre
2.
A-s(A)=a,-999..99+a,-999..99+...4a, ,-9+a_,-9= 2p
%f__/ %f__/
(n—1)cifre (n-2)cifre
A—-s(A)=9-[a,-111...11+a, -111..11+...+a, ,-11+a 1]
— —
(n—T)cifre (n=2)cifre
9 divide pe A-s(A) 1p
a) Avem 3"-3°+3"-3"+3".3"+2.3" .3’ +4.3" = xxxx . 2
Dand factor comun pe 3" , se obtine 3"-1111=xxxx.
Astfel ,pentru n=0=x=1; n=1=x=3; n=2=x=9. 2p
Pentru n >3 nu convine deoarece se obtine 3"-1111 este numar natural de
3 5 sau mai multe cifre.
b) Conform teoremei impartirii cu rest in multimea N avem: 2p
n=9-c+r ,0<r<9, r,ceN() sin=5r+c ,0<c<5, r,ceN(2)
Din cele doua egalitdti rezultaca 8-c=4-r=>r=2-¢
Inlocuind in relatia (1) obtinem n=11-c=11|n. 1p
Cum 0<c<5,ceN=0<1l-c<55=n¢e{0,11,22,33,44}.
Numarul X fiind cel mai mare numar natural cu cifre nenule = trebuie ca X | 2p
sa aiba numar maxim de cifre nenule de valoare minima = X =111...1.
4. 2013cifre
X =102 +10"" +10"" +10*” +...+10° +10> +10' +1si 10’ +1=1001= | 2P




ca vom Tmparti cei 2013 termeni ai sumei in grupe de cate sase termeni si in fiecare din 1p
acestea 11 grupam cate 2 termeni
X:IOOI-[(IOM +10™ +10") +10™ +10™ +10™") +...+(10° +10° +103)]+111. 1p
Catul impartirii
c¢=111000111000...111000111
2010cifre lp

si restul impartirii este r=111




Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
16 februarie 2013
Clasa a VI-a
Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolviri partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Punctaj
problemei Solutie, rezolvare
a)
2016=2°-3%.7,
si
2160=2%-3%.5 2p
2376=2.3°11.
d =(2016, 2160, 2376) =2’ -3> =72 Ip
si m=[2016, 2160, 2376]=2°.3.5.7.11. Ip
1 b).Fie x impartitorul, x # 0. Din teorema impartirii cu rest deducem ca
existd numerele naturale a,b si c¢ astfel incat 1p
2041=x-a+25, 2178 =x-b+18 81 2390=x-c+14, x> 25.
Ip
Avemca 2016 =x-a, 2160=x-b, 2376 =x-c,
de unde obtinem ca x este divizor comun pentru numerele 2016, 2160
s1 2376, deci x divide cel mai mare divizor al numerelor 2016, 2160 1
si 2376, adicd x divide numarul 72. Cum x > 25 si x divide numarul 72, P
deducem x =36 sau x=72.
a) m(«x40C)=57"11'19" 2Zp
b) m({COM):16° 52'47" 2p
2.
c).10°19' 49" 3p
1 1 1
—+—+—:2<:>70-(a-b+a~c+b-c):59-a~b~c.
a b ¢ 70 2p
3 Dar (59,70)21:>7O/a-b-c:>2/a-b-c
' 2/a-b-c 7/b-c 2p
a<b<c =>a=2=35/b-c=>5/b-c;=>b=5,c=17.
a,b,c numere prime b<c




Cazul 1. n=5-k,k e N". Atunci n+5=>5-(k+1):5(nu convine)

Cazul2. n=5-k+1,keN". Atunci n—1=5-k . Numarul 5-k
este prim pentru k=1=n==6;
Asadar, pentru n =6, numerele prime sunt:5, 11, 17,23, 29..

Cazul 3. n=5-k+2,keN .Atunci n+23=5-(k+5):5(nu
convine)

Cazul4. n=5-k+3,keN Atunci n+17=5-(k+4):5(nu

convine)
Cazul 5. n=5-k+4,keN.Atunci n+11=5-(k+3):5(nu

convine)
Singura solutie esten =6.

2p

1p

Fie x >0 lungimea segmentului[ 4,4, ]. Atunci:
segmentul [ 4,4, | are lungimea 3-x,
segmentul [ 4,4, ] are lungimea 9-x=3-x,

segmentul [A4,4,] are lungimea 3-9-x=3"-x,

segmentul [4,4,,] are lungimea 3 - x
Atunci lungimea segmentului [4,4,,] este3’-x—3%.x=2-3"-x.
2-3°-x=118098 < 23" - x =2-59049 <
3*x=3" < x=9cm.
Lungimea segmentului[ 4,4, | este 9 cm,
Lungimea segmentului [4,4;] este 3*-x—3*-x=2-3"-x. Inlocuind pe
x cu9 cm, se obtine 486 cm.
Lungimea segmentului [ 4,4, | este 3-486 =1458cm.

1p

2p

1p

. . X
Lungimea segmentului 4 M este 5

Lungimea segmentului 4,M, este 2-x;

Lungimea segmentului 4, M, este 6-x=3-(2-x);

Lungimea segmentului 4,M, este 18-x =3 -(2-x) ;

Lungimea segmentului 4,M, este 54-x=3"-(2-x);

Lungimea segmentului 4, este 3°-(2-x);

Lungimea segmentului M M, este 3°-(2-x)-3"-(2-x)=3’ -2-x-(33 —1).
Inlocuind pe x cu 9 cm, se obtine 3’ -2-(33 —1) =486-26=12636cm.

1p

1p
1p




Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
16 februarie 2013
Clasa a VII-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolviri partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
a =176 —/288 +/4032 = 4 V11 =122+ 247 = 4-(V11-3:42+6-47 ). | 2P
b=-275+450 —\/6300 = —5-+/11 +15-42 =30 -4/7 = 2p
=5-(VI1-342+6-47).
flff\/E\@Jﬁ—\/BJr\/i—\/ﬁff
L NEEEN/T) V117 221 357 525
_1__+\@_ﬁ+\ﬂ_\@+\/ﬁ_\/ﬁ+
J5oVas Jas i 7 V221 221
+\/ﬁ_\/ﬁ+\/3_\/ﬁ__l_l_i 2p
V357 357 [525 525 55
c+a bzi—izOeN Ip
55
a).
T.F.A
BC||AD:ABOC~ADOA “BC_CO _BOy, 1p
AD A0 OD
5. 40

BC _BE
Din (1) si1 (2
in (1) si(2)= b Ed
m(LEAD)=m(LEBC) Ly 2p

——

BE BC = aBEC ~aAED.

EA  AD




b).
ABEC ~AAED = XECB = X EDA )]
BC|| EO
secanta EC

AD || EO
secanta ED

Din (1),(2),(3) = £CEO = £DEO = [ EO bisectoarea £DEC.

} — KECB = £CEO 2)

} = KEDA = £DEO 3)

1p

1p

c).
TFA
EO| BC = aAEO ~aABC= i_g:A_O( )

TFA
FO|BC = aDFO ~aDCB= 2_2=D_0( )

TFA

AD|| BC S aDOA~2BOCS =40 _DO _, A0 _DO 4

OC OB  AC DB
1),(2),3) = £O g © = [EO0]=[FO].

1p

1p

a).
n=4= +1:2-3-4-+1=5e Nc Q sau

n=5=>+1-2-3-4-5+1=11eNcQ

1p

b).Termenii din suma de sub radical sunt numere naturale impare. Numarul
numerelor naturale impare de la 1 1a 2013 este 1007.

FieS=1+3+5+...+42009+2011+2013
S§S=2013+2011+2009+...+5+3+1
2-8§=2014+2014+2014+...+ 2014 =

1007 ori

S =1007°.
JI+3+5+..+2013 =4/1007*> =1007 e N c Q.

1p

2p

c)
E=1-2-3-..-20134+1994=1-2-3-...996-997-998-...-1993-1994 -1995-...- 2013 +1994 =

997%(1-2-3-...996-998-...-1993-2-1995-...-2013) + 2-997 =

997% -k +2-997,k e N".

Se demonstreazd ca numarul 997 este numar prim =
E==997-(997-k+2)=997-h, heN", 997 nu divide numdrul 7 =
J1:2-3-..-2013+1994 e R—-Q = /1-2-3-...-2013+1994 nu este numdr natural.

2p

1p




4)

a).
Notam m(£LACB)=m(£EAB)=u’ = m(£ABC)=2-u";

£ABC —unghi exterior triunghiului ABH = m(£A4HB)=u’=m(£EAB)=
triunghiurile ABH s1 AHCsunt isoscele.

1p

b).

In triunghiul isoscel BHA : BE 1 AH = BE este mediani = [AE ] = [EH ]

AH _ AC
==

In triunghiul isoscel ACH: AD L HC = AD este mediand = [ HD]|=[DC].

[AE ] = [EH ]

[HD]=[DC]

In triunghiul dreptunghic ADH: DE este mediani = DE =

} = [ED] este linie mijlocie in triunghiul AHC = ED|| AC(1)

[AE]=[DE]|=4AED este isoscel
[ EM —bisectoarea KAED

AD 1 EM
AD 1 HC
Din (1) s1 (2) = MCDE este paralelogram.

}:>EMJ_AD

}:EMHHC )

2p

1p
1p

©)
Pypr =2-DC+2-MC=HC+AC=BC+BH+AC=BC+AB+AC=P,,

2p




Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
16 februarie-2013
Clasa a VIII-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolviri partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
a) Prin calcul deducem ca 3p
114642 —A3-2V2 =\942.3: 212222 1+1=
2 2 2
=\/3>2 +2:3:42+(+2) —\/(\5) —2. 21412 =\/(3+\/§) —\/(ﬁ—l
=3+42-(V2-1)=4eN.
Altfel, se poate folosi formula radicalilor dubli (compusi):
[ 2 [ 2
a+~b = \/a+ ; b i\/a ; b (se aplica numai daca a’ -b=>0)
2p

1 1 1
b).Notam S = + +...+ .
) 2. 1+1:42 32423 100-/99 +99./100
Observam ca termenii sumei sunt de forma
1 ~ (k+1) Nk —k-k+1 B
(k+1)-k +k-~k+1 [(k+1)-\/%+k~x/k+l]-[(k+l)-\/E—k~\/k+1}

(k+1)-Nk =k Nk+1 _ (k+1)Nk=k-Nk+1 _(k+1)k=k-Vk+1

=(k+1)2-k—k2-(k+1)_ k- (k+1)-(k+1-k) k-(k+1)

U U S B
ko (k+1) Jk ka1

1

11
(k+1)~\/%+k-\/k+1 "k ke

1 1 1 1 1 1 1 1 1

, pentru orice k e N*.

Prin urmare, S = \/, f f \/5 ﬁ_ﬁ+"'+ﬁ_m: _E_

ceea ce trebuia demonstrat.




c).

228 x4 25 44 41205425 =224 x4 42 19 4 (2x)P 42-(20x) 3432 +16 =

z\/(2-x)2+2-(2-x)-3+32 +16 =
J=4) 19+ (2:x+3) +16 > 049 +0+16 =7,(V) x e R

Precizam ca avem inegalitate strictd deoarece expresiile x—4 si 2-x+3 nu
simultan, pentru orice x e R.

1p

1p

a) Din triunghiul MAD (m (<MAD) = 90°)

obtinem cu teorema lui Pitagora ca MD =10 cm.

1p

b) Notdm cu O intersectia diagonalelor rombului [4C] si [BD].

Deoarece ABCD este romb, deducem ¢a AC L BD . Deci, MA 1 (ABCD)

si AC 1 BD, de unde, folosind teorema celor trei perpendiculare obtinem

AB -3

2

ca MO L BD.Avemca AO = =4.3 si din triunghiul

AMOA (m («<MA0) = 90°) obtinem cu teorema lui Pitagora ca

MO =84 cm=2-y21 cm.

Din MO L BD si AO L BD obtinem BD 1 (MAO), deci

(MOA) L(MBD) . Ducem AE L MO, E € MO si din relatiile
(MOA)N(MBD) =MO, (MOA) L. (MBD), deducem ca AE L (MBD), de
unde obtinem ca distanta de la M la planul (MBD) este egald cu lungimea

segmentului [4AE]. Din triunghiul AMOA (m (xMA0) = 90°) deducem ci

_MA-A0 _6-43 12 1247

AE

MO 221 71 7

2p




¢) Ducem AN L BC, N € BC. Avem ci MA L (ABCD) si

AN 1 BC, de unde obtinem, folosind teorema celor trei perpendiculare, ca

MN 1 BC. Deci, distanta de la M la BC este egala cu lungimea

Ip
segmentului [MN ] Deoarece triunghiul A4ABD este echilateral deducem
cd AM =4:+3 . Din triunghiul AMAN (m(<MAN)=90") obinem cu
teorema lui Pitagora cd MN = 2421 cem. 2p
a).
(a3+1)-(b3+1)2(a2-b+1)-(b2-a+1)c>
a-b+a+b +12a b’ +a> b+b’a+le 1p
a+b’>a* b+b’-as
(a+b)-(a2—a-b+b2)2a-b-(a+b)<:>a2—a-b+b2Za-b@ Ip
(a—b) >0(4) tp
b).
a-b +12a-b-(a+b)c;>a3-b3+12c12-17+c1-b2 =
a-b’+1-a*-b-a-b>>0 Ip
az-b-(a-bz—1)—(a-b2—1)20c>
(a-6*~1)-(a*-b-1)20. Ip
Incazul a,b21= a*-b21, a-b* 21=> (a*-b-1)-(a-b> ~1) 2 0(4). Ip
Incazul a,b<1=a*-b<1, a-b> <1=(a’-b-1)-(a-b*~1)2 0(4). 1p




a)
Fie ABNAM={E|

MB|| A4’ = s AA'E ~aMBE = MB _ME _BE _1
A EA EA 2
2
sABM (m(£ABM)=90")= AM* = d’ +2%:> AM =§;

sAA'B(m(£A'4B)=90")= A'B=a3
1

ME _ AM_3:>AE:a\£;

EA 2 AE 2 3
1

BE BE _1_ p._a\3,
- -

EA 2 BA 3

AE? =6a2
9
BE2:£
9

AE? =%
9

BE’® :E
9

AB* =a*

=
)
~

A'B L AM.

U1

DA L (AA'B'B)
= DA 1 A'B;
A'Bc (AA'B'B)

DA 1 A'B
A'B L AM

DANAM ={ A}

= A'B L (AMD).




b)

A'O < (A'BD);

A'BNAM ={E}

A'DNAN ={F}
RITH.

AE 2 AF"%
===2"_ = EF| BD| MN;
EB 1 FD

arA'BD: A'O este mediana
AONEF ={G};
AE 2 AG
= —= -
EB 1 GO
G este centrul de greutate al triunghiului 2 A'BD.

}:(A'BD)m(AMN):EF

GE||OB =

Fie A'C'"B'D'={0'}
00'"MN ={0"}
AO"NEF ={G'}

TFA
S

GElom o AE _AG _ GE 2

= = ===
AM  AO" O'M 3
G’ este centrul de greutate al triunghiuluia ANM.
GE 2 GE 2
=

oM 3

OB 3| GE GE

- —=—=>

GE 2 OB OB
Dar —=—
OB 3

GE=GE,G,G'€[EF|=G=G"

Asadar, cele doua triunghiuri au acelasi centru de greutate.

1p




c).

(44'D'D)||(BB'C'C)
(AMD)(BB'C'C)=MT,T € CC't = MT || AD;
(AMD)N(AA'D'D)= AD

Mriab- }: [cr]=[7C].

[BM]=[MB]

(AA'B'B)||(DD'C'C)
(ANB)(DD'C'C)=NT,T e CC'; = NT || 4B;
(ANB)(AA'B'B)= AB

(AMTD)N(ANTB) = AT;
A'B 1L (AMTD)

= AT L A'B;
AT < (AMTD)

DB 1 AC
DB LTC = DB 1 (TAC);
ACNTC ={C}

DB 1 (TAC)

= T4 1 DB;
TAc(TAC)}

AT L A'B
TA 1 DB = AT 1L (A'BD).
A'BNDB ={B}

Ip




Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
16 februarie-2013
Clasa a IX-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda

punctajul maxim corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru

rezolviri partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
x—1 x+1 x+3 x+7 x+4 x+1
+ + = + + &
2 2 2 3 3 3
- - 1
x|t = L_x+ |<1<:>|x—5|<6<:>—6<x—5<6<:>
2 3 2 3|
2p
—1<x<11<:>0<xT+1<4;N0tém [%ﬂ}zk,ke{o,lﬂﬁ}.
x—1
z - 1
0< > <1 1<x<3 p
1. k=0= . & 1< 2<:>xe[1;2)
0<X g ITESES
3
x_
1, I<=77<2 34x<5 1p
2. k=1= . )< 5<:>xe[3;5),
1<)C+ <2 Sx<
3
1p
2£x—_1<3
2 S5<x<7
3.k=2= | {5< < xe[57);
2££<3 sx<
3
x—1 1p
3< 2 <4 7<x<9
k=3= . g < 11c>xe[8;9),
4 3< Xy sx<
3
S=[1;2)U[3:7)U[8:9) 1p




(n+1)-a,,=(n-1)-a, = a,=n-a,—(n+1)-a,, (1)
Dam valori de la 2 la n in recurenta si se obtine:
a,=2-a,-3-a,

a,=3-a,—4-aq,

a,=4-a,-5-a;

a,=n-a, —(n+1)~an+l

Adunand aceste egalitati, se obtine:

a,+a,+a,+..+a, =2~a2—(n+1)-a =

n+l

1 10

a+a,+a,+a,+..+a,=a,+2-a,—(n+1)-a,, <a,+2-a, :§+?:2.

n+l

Se demonstreazd cd a,,, >0 din recurenta.

4p

3p

n=1 _
111..110222..22 =111...11-10"" +2-111...11 = 10 1-10"+1 +2
—_—

(n-1)cifie n cifie (n-1)cifie n cifie

n_g10m—2 (10=4) -18 (10" 4’
10" ~8-10" —2 _(10 4} L,

9 - 9 3

Se demonstreazi prin inductie matematica ci (10” - 4)33,(V) neN sau se

demonstreaza prin calcul direct:

10" -4=100...0-4=999...96 =3-333...32.
— (ke —

n ori n—1 ori n—1 ori

Asadar, 10" -4

=333 32€N,(V)neN*.

2
a= (333...3 ZJ —2+x este patrat perfect daca x = 2.
\_ﬁf_d

n—1 ori

10"-1

4p

2p

Ip




MB NC

Notam——=x, —=y.
MA NA
Din M,G,I coliniare = x+y=1 (1)
Din M,IN coliniare = 6-x+3-y=4 (2)
1
X==
Rezolvand sistemul, se obtine 32'
’=3

. —— 1 — ——
Demonstrarea conditiilor (1), (2): GM =——-GB + X _GA.
X+ x+1

Din GA=-GB-GC. se obtine GM = —*.GE——*.GC.
1+x 1+x

GC+—Y_.GA

GN = :
y+1 y+1

Analog, GN =+ —2.G¢-—_.GB.
I+y 1+y

l-x y+1 —x y+l

GM, GN coliniari = S x+y=1.

l+x -y Cx+1 I-y

Analog, W=L~ﬁ+i-ﬁ si

x+1 x+1
4.7446-1B+3-1C=0= IM = 2-3.x T 3.y =
2-(x+1) 4.(x_|_1)
2-(y+1) 4-(y+1)
W,mcoliniari = 2-3-x .2'(y+1)__ 3.x ‘4-(y+1)

2-(x+1) -3y 4(x+1) 4-3-y
6-x+3-y=4.

1p

3p

3p




Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
16 februarie 2013
Clasa a X-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
a).
11+6v2 =(3+42) . p
x x 2:-x X
(11+6v2) =6-(3++2) ~7 = (3+2) =6-(3+2) -7.
Notim (3+ﬁ)x=t,t>o.
P=61-T 1 —61+T=0=1 =3+/2;1, =3-+/2; 1p
Ecuatia devine (3+\/§)x =3+2 o x= I
Ip

. x 1g(3-+2
(3+42) =3-v2 = (3442 =3+Iﬁ@x=%.

Solutiile ecuatiei sunt: 1 siM.
1lg3+~/2




b).

—1+i\/§ ’ 2 .. 2nY 2nt .. 2nm
=| cos—+isin— | =cos——+isin—;
3 3 3 3

2

—1—1\/5 ! 4n . 4nY dnm . . 4dnw
=|cos—+isin— | =cos——+isin—;
3 3 3 3

2

2nmt . . 28w dnm . . 4nm
COS——+isin——+CcoS—— +isin— =
3 3 3 3

2cos(nn)-cos(?j+2isin(nn)-cos(?j _2.(-1)’ -cos(?j;
2.(-1)" -cos(?j —2&(-1) -cos(%j —1=

cos(—nj:(—l)" :n—;:kn:n =3k,keZ

1p

1p

1p

1p

a).

Fie |zA|:|zA —zB|:|ZB|<:>|a+ib|=‘(a—b)~(1+i)‘<:>
Va® +b* =|a—b|-\/§c>
Sd+b—dab=0(a-2b) =3b* &

|a—2b|:b\/§<:>a:2bib\/§<:>a:b~(2i\/§).

Exista doua relatii ce satisfac conditia a > b.

L. a:b-(2+\/§):>zA :b-(2+\/§+i) sau z, :2-b-\/2+\/§-£cosl7t2+isinl

2/ =[p]-(2+VB) +1=2pjy2+ 5.

2. a:b-(Z—\/g):>z;1 :b-(2—\/§+i) sau z', :2-b-\/2—\/§-£cosz+isin7

= |- (2+\/§)2+1:2-\b\«/2+\/§.
Analog, z, :b-(1+(2+\/§)-i) sizj :b-(1+(2—\/§)-i).

Exista 2 triunghiuri echilaterale.

!’
Zy

2p

1p




DinS,,, =3 em? :>l=2cmz‘a—b‘-ﬁ=2<:>‘a—b‘=\/§.
Darpentrua:b(2+x/§),se obtine: a—b:b-(1+\/§):>‘a—b‘:‘b‘-(1+\/§):\/§:>

V2 (B-1) Jgl _ Ip

1] = (\/7 ):\/E \/E:blzzi\/g ﬁ:alzziﬂ-(ﬁﬂ).
2 2 ’ 2 ’ 2

Astfel, z, :*f(ﬁﬂﬂr(ﬁ—l)) si 7, :—*?(ﬁﬂﬂr(ﬁ—l)),

2 2
2y =L (VBB 41)). 2, =2 (VE- e (B 1)) 1p
b).
Fiez,=x+iy,x,yeR
Din [AD]E[BA]C:>|ZA—ZD|=|ZB—ZA|:>(x—a)2+(y—b)2=2-(a—b)2(1)
AB-AD=0< AD=(x—a)-i+(y-b)-J;
E:(b—a)h—(a—b)-};
(x—a)-(b—a)+(y—b)-(a—b)=O,b¢O:>x—y+b—a=O (2) Ip
Din (1), 2)=
x=2a-b
{ =z,=2a-b+i-a;
y=a
sau
x=b , _
{yzzb_azzl):bﬂ-(Zb—a)
daI'ZA+ZC=ZD+ZBZ)ZC=ZD+ZB—ZAZ>Zc=a+i-(2'a—b);
Analog, z., =2-b—a+b-i

Ip

Ze :b-(2+\/§)(1+\/§-i).
Zp :b~(2+\/§)~(\/§+i)

2




b" <x;-x, Xy 0 X,

= log, b" >log, (XX, Xy ..o X, ) &
a E(O,l)
log, b" >log, x, +log, x, +log, x;, +...+log, x, =

log, x, +log, x, +log, x; +...+log, x,

log, b>
n

log, x, >0=log, 1,(¥)i =1,n, deoarece numerele a,x, €(0,1),(V)i=1n
Se aplica inegalitatea mediilor:

log, x, +log, x, +...+log, x,
! n2 > q/loga X,

log, b= -log, x,-...log, x, =

log, b= Q/loga x,-log, x,-log, x;-...log, x,

Ridicand ambii membri la puterea a n-a, se obtine inegalitatea ceruta.

3p

1p

2p

1p




Metoda 1.

Deoarece f(1)=2, vomlua y=1,(V)xeZ.

Se obtine:

f(x+1)+f(x) :f(x)-f(1)+1,(‘v’)er:>f(x+1)=f(x)+1,(‘v’)er.
Demonstram prin inductie matematica

P(n): f(x+n)=f(x)+n(V)neN" (V)xeZ

P(1) este adevarata;

Presupunem P (n) adevarata ;

Dar f(x+n+1):f((x+n)+1):f(x+n)+1:f(x)+n+1:>
P(n+1)adevarata ;

In concluzie f (x+n)= f(x)+n,(V)neN",(V)xeZ (1)
In aceasta relatie x = x-n = f(x)zf(x—n)+n:>

f(x—n):f(x)—n (2)

Din (1)s5i(2) = f(x+k) = f(x)+k,(V)k € Z,(V)x el .

Luand x=0 = f (k) = f(0)+k;

Pentruk=1= f(1)=f(0)+1= f(0)=1.

In concluzie f(x) = x+1,(V)x e

Verificdm conditiile problemei

f(x+y)+f(x-y2): f(x)-f(y3)+1, (V)x,y € Z pentru functia gasita:
f(x):x+1,er
Egalitatea devine:

)H—y+1+y2x+l:()H—1)~(y3 4—1)4—1<::>y+yzx:xy3 +y.

Pentru x=0 si y=2, obtinem 2=8(fals) = nu exista functii care sa

verifice conditiile problemei.

2p

2p

2p
Ip




Metoda 2. f (x+y)+ f(x-3*)= £ (x)- £ () +1 (V)x.yeZ
Fie {j:(l):f(1)+f(0):f(0)-f(1)+1:>

2+ £(0)=2-£(0)+1= £(0)=1;

Fie {;21_1:f(0)+f(1)=f(1)-f(—1)+1:>
142=2-f(=1)+1= f(-1)=1;

Fie {x:_lzf(0)+f(—1):f(—1)~f(1)+1:>

y=1
2=3 ( fals) = nu exista functii f cu proprietatile date.

2p

2p

2p
1p




Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
16 februarie 2013
Clasa a XI-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzitor.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
Aducem la forma cea mai simpla expresia data. Se aduna toate coloanele la
prima coloana. Se scoate factor comun si se obtine:
1 e Ux+k
E(x,k)= 2-(i/§+%/%)- 1 Y+ Yx
1 Yk
Se scade din linia a doua prima linie si din a treia linie scddem a doua linie.
Obtinem:
1 Yk x+k
E(x k)= 2(Fx+k)o Ve |=
0 <k Vk-Ux
1.
= o + Vi x V -7 ¥k )= —2(x+ ) 3
a)
e ko] o k0
E(-k, k)= 0 Yk|=jo 0o —Vk|=0. 1
P
0o Yk k| o Rk Vk
) 2 _ : 2 2 _
E(sm o, COS oc)——Z(sm o+ cos oc)——2,(‘v’)oceR Ip
b) Folosind (1), obtinem:
2p

2(x+1)= 2(x+2) — ... = 2(x+2013) 20=
2013x+ (1+2+...42013)<0 = x<-1007.




a) Metoda 1.

1 11
o xki2 | xk k2
k}x _ k42 X . xk _xk+2 )

=1lim =1lim =

x>l k%_k+\3/; x—1 xﬁ _xi x—1 xi kalﬂklg _1} 2p
1 2
2 x(k+2)-k |
x(k+2)k
lxlgll 2 - lxlgll 1 2
L UHER) g [x(m)(m)] 1
1 1
[x(k+2)~k _ IJ . [x(kJrZ)-k n 1]
lim =
x—1 1 1
(x(kﬂ)-(kﬁ) _1]_(x(k+l)-(k+3) n 1]
1 1
x(k+2)-k 1 x(k+2)-k 1
linlll— = linlll— =
H L) H L)
(k+2)<c/; _1 1 1p
lim—zlim((m)f/;—l) —_— | =
x—1 (k'*'l)'(k*'?’\)/; -1 x> (k"'])'(k"'i)/; -1 lp
1 (k+1)-(k+3) (k+1)-(k+3) 1p
(k+2)-k 1 o (k+2)k
Metoda 2.
. . Alx -1 .. (x—1) 1
Folosind lim——— =1lim =—,m2>2,
P | x—l (x_l)(m/xm—l +mxm—2 +...+’”x+1) m lp
se obtine:
Ya-1 =hx-1 1 1
ox—1 x—1 _ k k+2 2p
lxlirllk*'\]/;_l -1 11
E(k) = =1  x—1 k+1 k+3
2 (k+1)(k+3)  (k+1)(k+3) 2
k(k+2) 2 k(k+2)




b)P=E(2) - EG3) - E@4) - ... - E2n) - E2n+1)= 1p
_ 354657 (2n+1)(2n+3) (2n+2)(2n+4) _
24 35 46 2n(2n+2)  (2n+1)(2n+3)
:(2n+2)(2n+4):(n+1)(n+2):2_m:meN*’m€N*, i
2.4 2 2
deoarece
(n+1)(n+2) = 2m=nr. par ( fiind produs de doua numere naturale
consecutive).
Ip
\/n-xn+n+1—\/n-xn+1S%S\/n-xn+n—\/n-xn,(V)n21.<:>
n f
\/n X, +n+1+\/n ‘X, +1 \/n X, +n+\/n X, Ip
VX, +1+\/7<2<\/ +—1+\/n+l Q) 1p
n n
Fie functia f:[0.0) > R, f(x)=+x+1 +/x. 2p
Relatia (1) se scrie: f'(x, )< f(%jé f{xﬂ +lj
n
Functia f este strict crescatoare pe 1p
[O,oo):xnSiéxn+l<:>OS2—anl:1imxn:2. 1
16 n 16 n o 16 p




AB-B-A=A= A-B=B-A+ A< A-B=(B+1,)- 4 (1)

BA = A~(B—12) )
Analizam cazurile:

I

det A #0.

Din (1) 5i (2) = detA -det B =det(B+1,)-det A si detB - det A =
det 4-det(B—-1,);
det B =det(B+1,)
{detB:det(B—Iz)
Considerdm det (B —xI,) =det B—o.-x +x°.
Relatiile (3) devin:
detB=detB+o+1
{detB:detB—owl
I det A=0, Tr(AB—BA)=TrA=Trd=0= 4> =0,.
AB-A=B- A +4 =0,
In relatia din enunt, avem: A-B=B-A+A/-(B-4)=

= -1=1(F).

A-B*A=B-(4-B-A)+4-B-4=0,.

Demonstram prin inductie matematica 4-B"-4=0,, (V) nx1.
Presupunem ca A-B"-A=0,.

AB=BA+A/-(B"-A)= A-B""-A=B(AB"A)+ AB"A=0,.
In concluzie 4-B"- A= 02,(‘v’)n >1.

1p

Ip

1p

1p

2p




Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
16 februarie 2013
Clasa a XII-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
a) Trebuie sd avem cd F'(x)= f(x), pentru orice x e R 1p
Prin calcul, deducem ca F'(x)=(a-b-x+a+b)-e" 2, pentru orice 1p
xeR.
Din relatiile F'(O) = f(O) = (cH—b)-e2 =4.¢* ©a+b=4 si 2p

F'(—l):f(—1)<::>(—a-b+a+b)-eib+2 =0 —a-b+a+b=0, obtinem

) {a+b=4 {a+b:4 {azZ
sistemul

= .
a-b=a+b a-b=4 b=2

2-x+2

Observam cd pentru @ =b =2 obtinem ca F(x)=(2-x+1)-¢~*"=, pentru

orice x € R, functie care verifica relatia F'(x)= f (x), pentru orice xe R.

Réspuns: a=b=2.




b) Mai intai calculim 7 = J\/4 —x? dx, pentru x e (-2;2).

Avem ca

I=[V4-x dx=j%dx=4-jﬁdx+j%;dx=
-X

V4—-x?

=4~arcsin§+J.x-(\/4—x2)'dx =4-arcsir1§+x-\/4—x2 —J.\/4—x2 dx =4-ai

dx =

. X
4-arcsmE+Ix~

. Deci, I:j 4—x? dx:2~arcsin§+%-x~\/4—x2 +c,unde ceR si

xe(—2;2).

2p

Functia f:[-2;2] > R, f(x)=v4- x? este continui, deci admite

primitive. Notam cu F :[—2; 2] — R o primitiva a lui f. Mai sus am

determinat primitivele functiei f* pe intervalul (—2;2) si am obtinut ca
: 1 .

F(x)= 2-arcs1n§+5-x-\/4—x2 +c, pentru orice x €(—2;2), unde

ceR . Deoarece F este derivabild pe [—2; 2] , rezultd ca F' este continua

pe [-2;2].
Obtinem ca F(2)=lim F(x)=m+c si F(-2)= lim F(x)=-n+c.Prin
s s

urmare, primitivele functiei f* sunt de forma F:[-2;2] >R si

F(x):2-arcsin§+%-x-\/4—x2 +c, pentru orice x €[-2;2].

1p




Fie p,q e R si functiile

2 2
q
Jor Jy E-E, f,(x, y)=(x+p-y+%,y+p},ﬁ,(x;y)=[x+q~y+?y+qj-

Avem ca

2
fpof i E—>E, (fpofq)(x, y)=fp(fq(x, y)):fp£x+q.y+q7,y+qJ:

2 2 + 2
(X+q-y+%+P'(y+Q)+p7,y+q+pJ[x+(p+CI)-y+—(p 2q) LV

, pentru orice (x;y) € E . Prin urmare, f,  f, = f,., » pentru orice

p.qeR.
a) Ultima relatie arata ca operatia de compunere a functiilor este bine

definitd pe G . Avand in vedere ca operatia de compunere a functiilor este
asociativa pe mulfimea F = { f | f:E>E } si G c F, rezulta ca operatia

de compunere indusa pe G este asociativa. Mai departe, folosind

Jpofq=JSpsq-pentruorice p,q R, se deduce usor ca operatia de

compunere indusd pe G este comutativa, admite element neutru

e=fp€G, orice element f, € G este simetrizabil (inversabil) si

simetricul lui f, este f_, €G.

2p

b) Functia h:G — R, h(f;) =t este bijectiva (se demonstreaza usor)

si h(f, o f,)=h(fprg)=P+a=h(f,)+h(f,), pentruorice p.geR.
Prin urmare, G este izomorf cu grupul (R,+), ceea ce trebuia

demonstrat.

3p




Inmultim egalitatea cu e si se obtine: 1p
(e”‘ -f(x))l =e" ~(x2 +x+1). 1p
I(e_" ~f(x))’ dx = J.e_x -(x2 +x+1)dx =
1
e’ f(x)=—€" -(x2 +x+1)—e_" (2-x+1)—e-2+C. P
x=0= f(0)=-1-1-24C=0= C=4,
Ip
f(x)=4-e"=(x"+3-x+4), f:R>R.
4. —(x"+3-x+4 4-¢" —(2-x+3

tim? ) i ( I CEA)
b) xoo ¥ x>0 e’ X—>0 *

_im P2y 3p

X—>0 e
a). Aplicam Mica teorema a lui Fermat: daca
(x,p)=lLxeZ=p/x"" 1= p/x*? -1.
Presupunem cd existd x € Z , astfel incat 2p
A~ ~ ~ A\ 2k+1 ~ ~

P l=0ext == 0 = (—1) = 1=1(fals).
b). Presupunem ca (3)x,y € Z', astfel 2p
incatx’ +y* =0 < ()gf1 )2 +1=0(fals). In concluzie singura solutie este
x=y=0.
¢). Ecuatia se mai scrie x> + y* =2401-5. < x> + y* =7*-5.Reducand
ecuatiain Z, = x*+1* =0,x,y e Z, = x =y =0. 3p

Deci x=7-a, y=7-b, a,b e Z.
Ecuatia devine
a’+b>=49.5;

Lafel a=7m, b=Tn=>m>+n*=5<

(m,n)e{(2,1),(2,—1),(—2,1),(—2,—1)(1,2),(—1,2) 1,—2),(—1,—2)}:>

(x.»)€{(98,49).(08,-49),(-98,49),(-98,-49),} L
{(49,98),(—49,98),(49,-98),(-49,-98)}.
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