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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locald — Vaslui, 16 februarie 2020
Clasa a IX-a

Problema 1. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Daca Al + Bl + CI = 0, atunci si se
determine masura unghiului dintre 41 si BC.

Solutie si barem de corectare:

. . P ¢ oTA4HTE4CTC
Oricare ar fi T un punct in planul triunghiului, are loc T1 = T arhr Tt 1 punct
T T - B . S SO yr AN -
BAB+cA aBA+cE alA+EBCE (b—g)AB+le—a)ACY e—B)B
I+EBI+CI= — + — + — = ettt ettt aas 2 puncte
a+ 640 e o a+b4c a+ 540

(h—o)AF+(—n) Al (o-b)BC = (p-o—cdB)dB+{r—ate—B)al
=0 =

L )
o+ EB4e a+b+4e { :] 1 punct
AB si AC SUNE NECOINIATT (2)1uruerniinreernriarrsniiasrsersaseesassasessessnsessasssssssasssssssasssssssassnssssnssses 1 punct
Din(1)si(2)avemcd 2b =a +csi 2c =a + b = a =& = ¢ = triunghiul AEC este echilateral........... 1 punct

Cum triunghiul AEC este echilateral, atunci bisectoarea Al este si indltime,

agsadar masura unghiului dintre AT §i BC €5t de B0% .. iueiiiuriniereernernrnseerasiornsessasensacsssasessasssssssssens 1 punct

Problema 2. Sa se calculeze suma
A=1:74+2: 774373+ dn: 7",

unde # este numar natural nenul.

Solutie si barem de corectare:

A=(T"+7 4+ P+ -+T)I4+ (TP +7P+ 7P+ 170 ¢

R S e e i I ST S il i S O PRSP PPRPPPR 4 puncte
-1 a 7L =24 7i-1
A=?1-T+ 7% + 7% + -+ ?”‘1-T+ T e eteteteeeeeeeeere e e aeesenaenees 1punct
'}-'1-"“-_?‘- '}-'1""-_?3 'I'Irn'l+‘._';rE~ '}-'1""-_',7-'1“- |: _ 'I'In'l+‘._|.z';|"._|_';|'2+___+';|ﬂ—‘_
=— — +"'+T+?”_H u — ) g i, punct

(-1 72— (72472 4.4 7172)
&

A=

477 = Z[77(En — 1) + Lo 1 punct
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Problema 3. a) Sisec arate cd x* —x% — x+ 1= 0,V x € R si apoi sa se demonstreze ci, oricare ar

fi numerele reale strict pozitive a, b, c, are loc :
2 + 2 + 2 - 1 + 1 + 1
at*+1 b*+1 c*+1 a* Bb? *

b) Fie x, v,z € [0,00)cu x + vy + z = 1. 83 se arate c3
3xy+yz+zx) 2"+ vy +27) + 9xyz

Gazeta matematicd

Solutie si barem de corectare:

a) »*—xP—x+120s (x-1)° [(x +%)‘ +i] =0.vxeBR,cuegalitatepentrux = 1................. 1 punct

¥ _xi_xtl1z20vrxe(luwlexy 412t vre(0 ) e ;ﬂ = ﬁ,vx e (0,).........1 punct

oricare ar fi numerele reale strict pozitive &, &, ¢ are loc ;+ L + . + 2 + L 1 punct
’ g*+1  B*+1  c*+1 " af+a BE4b 0 oZ4c

1

nZ+n

o +az2Vd® o= = ﬁ si analoagele in b, respectiv ¢, prin sumare,

Obtinem, in final, inegalitatea data ..ovvveeerrerieriiinriiiiiniieriiiarerssisasersersasessacsssessessnsssssmsnsssssssasss 1punct
b) 3lxy +yz+zx) =20x* + y* + 270 4 0ayz &

S +y+dbytyz+ ) =2+ y 422G P+  + %) + 0z &

S 2+ ¥y ) 2ty i vz 2l 22 4 20 (D 1 punct

a® +b*® = a’b +ab? &= (a — b}?{a + b) = 0, oricare ar fi numerele reale strict pozitive @. . ¢ (2)......... 1 punct

Folosind inegalitatea (2) pentru x. ¥, pentru x.z si pentru ¥, z si sumand obtinem inegalitatea (1)

Cu egalitate PENtrll X = 1 = Z = Siiiiiiiuiitiinniniitiitiiteitette e tteeee et tteete et tteete st ttesasnestessesnsnanaen 1 punct

LRI
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Problema 4. Diagonalele patrulaterului convex ABCD se intersecteaza in punctul O
si 0A+0B +0C + 0D =0.Fie N € (AD) astfel incat = = 45i M € (AC) astfel

incat 22 = x, x € (0,1).
MC

a) Sa se determine x, stiind ca punctele £, M, N sunt coliniare.

b) Daca @ este mijlocul segmentului MN, atunci sa se arate ca 2 - AQ < AM + AN,

Solutie si barem de corectare:

) DA + 0 +0C + 0D = 0 = ABCD Paralelogram....cueeeeueeeeueeeeueeeeneeesneeesneeesnsesmmnesssnssssnessnes 2 puncte
1 — | x = —_— 4 — —_— 4 —
EM=—+ BA+— ECSI EN=BA+--AD =BA 4 - Bl eiiiiriiiiiiiiiiiiierciisinnccscssnscccsonsscccnn 1 punct
x+il x+1 1 5
E, M, N sunt coliniare &= 1t = E ............................................................................................ 1 punct

b) Fie T simetricul punctului 4 fatd de @, atunci AMTN este paralelogram si AN = MT (1).....................1 punct
in triunghiul AMT avem AT < AM + MT < 2AQ < AM + MT (2)eeeeeeererrrieeeeeeerrrnneeeeeerrssnnenesesseens 1 punct

Din (1) si (2) obtinem 2 * AQ = AM + AN ..eiuiuiniiiiiiiiiiiiir e e 1 punct



SCOLAR JUDETEAN VASLUI

MINISTERUL EDUCATIEI §1 CERCETARII \é INSFECTORATLR
4

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locald — Vaslui, 16 februarie 2020
Clasa a X-a

Problema 1. Ardtati ca dacd a,b,c (1,), atunci:

log,, b+logb c N 1ogb c+log.a N log,. a+log,

b
>3
1+log, c 1+log, a 1+log. b ’

Solutie si barem de corectare:

Folosind formula schimbarii de baza si notand In a=x , In b=y, In c=z,

y z
R + N
Inegalitatea se rescrie: Y —=->3 &> Z( y j23
1+ 2 X+z yx+yz 2p
X
Avem, conform inegalitatii lui Nesbitt, > J 2% 2p
X+z

Xz 3
2 25

yx+yz

Sumand se obtine, Z( Y 4 j23. 1p

xX+z yx+yz
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Problema 2. Fie z,,z,,z, e C* astfel incat z, +z, 20 si |Z1 +z,+ Z3| = |Z2 + Z3| = |Zl|.

Z
Z,+2,

Sa se calculeze

Solutie si barem de corectare:

Fie — ! =a+ib, a,beR.
22 +Z3
Egalitatea |2, +2, + 23] =z, + 23
. Nz, +z L4 =|z, +z,| &z, + z|- %1 +1|=|z, + z;|
dCVll’lC 2 3 ZZ + Z3 2 3 2 3 ZZ + 23 2 3
Ip
sicum |z, +z,# 0 , rezulta <l +l=1<|a+1+bi=1 1p
22 +Z3
de unde (a+1) +b> =1. (1) 1p
Avem |z, +z|=|z| & &l =l |a+bi|=1 1p
Zz+Z3
adica a* +b*> =1. (2) 1p

Din (1) rezulta »* =1-(a+1)* si inlocuind in (2) obtinem a* +1-(a+1) =1 2a+1=0 ,

B3

deci a = 1 1ar hb=+——.
2 2

Ip
Existd doud solutii : —L— = _L iﬁ sau
zZ, + 2z, 2 2
z, 1 3

= ———]—

z, + z, 2 2
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Problema 3. S& se rezolve ecuatiile in multimea numerelor complexe :
a) |z —al+|z —bl=b-a ,unde a, b sunt doud numere reale fixate, cu a<b.
b) lzHlz — 1|+ |z — 24|z — 3+.. +|z — 2018]+|z — 2019}=10107

Solutie si barem de corectare:

a) Consideram punctele M, A, B de afixe z, a respectiv b.
Atunci MA=|z — a
MB=|z — b|
AB=|b — a|=b—a si ecuatia devine MA+MB=AB, deci M€ [AB] 2p
astfel zER si z€ [a,b] 1p
b) |z|+|z —2019| = |z|+|2019—z| = |z + 2019 — z| = 2019,
cu egalitate pentru z€R si z€ [0,2019]
|z —1H|z —2018| = |z— 1+|2018 — 2| = |z — 1+ 2018 — 2| = 2017,
cu egalitate pentru z€R si z€ [1,2018]

......

|z —1009|+|z — 1010| = |z — 1009|+|1010 —z| = |z — 1009+ 1010 —z| = 1,
cu egalitate pentru z€R si z€ [1009,1010] 2p

Stiind ca : 14+3+5+...42019=10107 1p
prin sumare din inegalitatile obtinute

ecuatia |z|l+|z — 11+ |z —2H|z — 3H...+|z — 2018+|z — 2019]=1010?

are solutii reale si z€ [1009,1010] 1p
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Problema 4. Sa se rezolve ecuatia: 83_)62 =2019% ¥
x —
Gazeta matematicd
Solutie si barem de corectare:

20190 50, (V)xeR

8—x 3

>0 xe(/2,9 1p
x =2
Dacid xR\ (3/2,8) ecuatia nu are solutii. 1p

Dacd xe(3/2,8) atunci logaritmam egalitatea in baza 2019:
10g2019(8—x)—10g2019(x3 -2)= 3x +3x-30 lp

(1) 108,19 (8 = %) +3(8 = x) = log, (x” =2) +3(x" ~2)  1p
F:R2,8) >R, f(x)=log,,, x+3x este suma a doud functii strict crescitoare deci

finjectiva 1p

Din (1) avem f(8-x)= f(x’-2) si cum finjectiva se obtine 8—-x=x"-2; 1p
X —8+x-2=0
(x=2)(x* +2x+4+1)=0
(x=2)(x* +2x+5)=0=>x=2

S={2} Ip
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala — Vaslui, 16 februarie 2020

Clasa a XI-a
1 V3o
i ) cost sint )
Problemal. Fie matricele 4 :( . jeMz(R), tel0;27)si B= -3 1 0 e M, (R).
—sint cost
0 0 2
Sa se calculeze A"siB", neN".
Solutie si barem de corectare:
o . ) cosnt sinnt
Se demonstreaza prin inductie matematica A" :( . ,Vn>1............ 4p
—sinnt cosnt
PO cos— sin—
1 o 22 3 3
\/3 1 V4 V4
B=—J3 1 0|=2]-— = 0[=2|-sin— cos— O|........................ 1
E)/_ . > 2 2 303 P
0 0 1 0 0 1
cos— sin— 0
o . ) . . NI nrw
Se demonstreaza prin inductie matematica B" =2"| —sin— cos— 0 [,Vrn>1...... 2p
0 0 1

Problema 2. Fie matricele 4,Be M, (]R), astfel incat AB—BA = A. Sa se arate ca matricea 4 nu

este inversabila.

Solutie si barem de corectare:
Presupunem cd A este inversabild si obtinem

ABA™ - B =1, B=A"BA=1I,. ... 2p
ABA™ — A BA=2L, oo, 1p

Tr(ABA™ — A BA)Y = Tr(2L,) .o 1p
Tr(ABA™ )Y =Tr(A 7 BA) oo, 1p
T (2L,) =0 e 1p

0=>6 (fals), deci presupunerea este falsd si matricea A nu este inversabila.......... 1p
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Problema 3. Se considera sirul (a,)

nx1

definit prin @, =(0;1) sia,,, =2“ -1,Vn>1. Admitem

cunoscutd inegalitatea 2° < x +1,Vx € (0;1).

Sd se calculeze: a)lima,;

b) lim Lot
n—>0 an

o lim (I+sina,)(1+sin2a,)-1
n—>0 a ’

n

Gazeta matematicd — prelucrare

Solutie si barem de corectare:
a)Se arata prin inductie matematicd a, €(0;1),VneN".

Presupunem a, € (0;1) si demonstrdm a,,, € (0;1).

a,,=2"-1>2"-1=0sia, =2"-1>2"—1=1....ccccceeeiiiiiiiiiiiiiiniiiie e, 1p

a,, —a,=2"-1-a, <0, pentru Vn € N(din inegalitatea cunoscutd), asadar sirul este strict

14 ST 0a (T 10 ) 1p

Sirul (a,),., este strict descrescator si marginit, deci convergent, adica existd lima, =/ €[0;1)

- n—o0
Prin trecere la limita in relatia de recurenta se obtine /+1=2'. Solutiile ecuatiei se gisesc printre
abscisele punctelor de intersectie dintre o dreapta si o functie convexa, ceea ce Inseamna ca ecuatia are
cel mult doua solutii si cum O si 1 se observa ca sunt solutii, obtinem ca singurele solutii pentru ecuatia

datd sunt 0 si 1. Raméne cd / =0, deoarece / €[0;1) ......ccevvenann... 2p

b) m%:m a T2 e, 1p

o lim (I+sina,)(1+sin2a,)-1 i oL (#sina, (14sin2a, )| g In [(1 +sina, )(1+sin2a, ):I _
n a, = In[ (1+sina, )(1+sin2a,) | a,

. elnl:(Hsina,,)(Hsinzan)] -1 . In (l +sin a, ) sin a, N In (1 +sin 2an ) sin 2an 2 =3ne=3
=In[(1+sina,)(1+sin2a,)] sina, a, sin2a, 2a,
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Problema 4. Si se determine functiile continue f :R — R, astfel incat f(x)=f(5x+1),VxeR

Solutie si barem de corectare:

f(x)=f(5x+1),VxeR

Fie x—)xT_l

f(%x—é) — £(%)

1 I 1 1 1
f(s_zx_?_g)—f(g)C—g)
1 1 I 1 1 1
f(s—nX—S—n—---—S—z—g)—f(gx_g)
R | 1 1
adlcaf(s—nx—;—...—s—z—g)—f(X) ...................................................... 3p
f(ix—l(l—i)j—f(x) VxeR 1
5 2 5 )7 VX R L p

Deoarece f este continua

Y T R N P T (R | S .

f(X)=f(

—%j ,Vxe R, deci f este functie constanta....................cceeeennnn.n 1p
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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala — Vaslui, 16 februarie 2020
Clasa a XII-a
e dx, x € (—1,00);

(x42)?

Problema 1. Calculati: a) [

-

b) [7 (==5) dx.

Inx+2

Solutie si barem de corectare:

x2a” _ -1y 2 _
2) “r'ix+2}5dx N “r(x+2) xTetdx =

—x2le* J’(Zx—i—x:]ex
x+2 x+2

;::x-l-_lrxe“dx:Ee“—l-E (4 p)

b) f:( - )de = -:::;zdt -

Inx+2
1 g
=13 Gp)

t=1
— gt
t+2

Problema 2. Aratati ca nu exista functii primitivabile f: R — R", astfel incat pentru o primitiva
oarecare F a lor, si existe egalitatea F(x) - F(1—x) = F(x*),(V)x € R.

Solutie si barem de corectare:

Daca f: R — R" este o functie care admite primitive, atunci exista F: R —+ R astfel incat F este
derivabild si F'(x) = f(x),(¥)x ER. Q2p

Presupunem cd existd F cu proprietatea din enunt, atunci

fl)F(L—x)— f(L —x)F(x) = 2xf(x*),(V)x ER 2p)
Pentru x = 0 se obtine f(0)F(1) — f(1)F(0) = O (1p)
si pentru x = 1 se obtine f(1)F(0) = f(0)F(1) = 2f(1) (1p)

= 2f(1) = 0= F(1) = 0 contradictie (1p)
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Problema 3. Fie (G,") un grup finit cu elementul neutru e. Spunem ci un automorfism f € Aut(G)
este fara puncte fixe dacd {x € G, f(x) = x} = {e}. Aratati ca dacd f € Aut(G) este fara puncte
fixe, atunci {f(x) - x Lx € G} =6.

Solutie si barem de corectare:

Fie g:G — G, g(x) = f(x) - x7 % (¥)x € G si xy.x, € G astfel incat g(x,) = g(x;). (2 p)

= flg) gt =fle) 2t & fH ) flag)) =23t xy & (1p)
Sfx) - flx)=x7" - xy & flagt - x) =23 -2y (1p)
feste fard puncte fixe = x;' - x, = e = x, = x, = g injectiva 1 p)
Cum multimea G este finitd se obtine g bijectiva 1p)

de unde Img =6 <={f(x)-x"L,xeG}=¢G. (1p)
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Problema 4. Fie (G,-) un grup si a € G fixat, cu proprietatea ca exista f: G — G astfel incat
flx)- fla-x)==x,(VixE G .

a) Daca f(a) - @ = a- f(a) sd se arate ca f(a) - f(a®™) = a™, (¥)n € N.

b) Sa se arate cd (f[cf]]_l = f(a™%).

Solutie si barem de corectare:

afﬂ,'ﬂ,=ﬂ,'fﬂ,¢>fﬂ,'ﬂ,'fﬂ,_=ﬂ,¢>ﬂ,'fﬂ,_=fﬂ,_'ﬂ,
) /(@) () =f(@)-a- (@) (f@)™ = (f@)"

Inductie

x=e=f(e) f(a) =e=(f(e)) =f(a)=f(a)-f(e) = e=proprictatea pt. n = 0.
Presupunem F(a) - f(a2*) = a* si demonstram ci f(a) - F@¥*2) = a**1.

x = a% = f(a¥) - f(a®*1) = a™*

f = a1 o F(aIELY . f(qB) = gEL

F(a®) - £(@®*) - F(@®¥2) = o - f(a™*2) (1)

f(@®)- F(@*Y) - £(a®*2) = f(a™) - a®* Q)

Din (1) §i (2) sc obfine a® - £(a®*?) = f(a®) - a¥*1 = a% - f(a®*?) = (f (a)) " -a* -aP*1
=@ f a7y = a1 (f() 7 = @) =0k (F@) T =

= f(@*)=(f(2)) - a**' > Fla) - f(a®*?) = a**1, 5p)

b) x=al=fla)) fle)=al=fl@) =a(f(e)  =flaD=at f(a)
n=1=f(@) fl@=a=f(@=a-(f@)) = (f(a®) " =a*-f(a) 2 p)



