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ClasaaVl-a
Barem de evaluare
SUBIECTUL I
a) Se considera numerele naturale @, b, ¢ astfel incat = b = . Calculati 5a—2b—c
a+2 b+3 c+4
Solutie
! b a=2k
a__ = ©§:—=E:k<:> b=3k 3p
a+2 b+3 c+4 2 3 4
c =4k
Atunci 5a—2b—-c=5-2k—-2-3k—4k =0 1p

b) Aratati ca daca numerele naturale nenule X, y, z sunt invers proportionale cu numerele
y+z, Z+X, respectiv x+y, atunci x =y =z.

Solutie
XY+ XZ = Yz + Xy
X-(Yy+2)=Yy-(z+X)=2-(X+Yy) = YyZ+Xy=XZ+ Yz 2p

XZ+ Yz =Xy +XZ

XZ =Yz X=Yy

SIXY=XZ S Y=2SX=Y=1 1p
yz=Xxy Z=Yy
SUBIECTUL II

a) Aratati cd 15/ ((10™ — 385), oricarearfin € N*

b) Suma a trei numere naturale este 2013. Impirtind al treilea numir la suma primelor doua
numere, se obtine catul 20 si restul 18. Dacd cel mai mare divizor comun al primelor doud este
19, determinati cele trei numere.

Solutie
@) 10™ —385:5si 10™ —385:i3 e D
10™ — 385 =99 ...9615 (N CIfT€).....cviiiiiri it e, Ip
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Suma cifrlelor este 9-(n-3) +12 = 3+( 3n-5) deci numarul este divizibil cu 3 si 5........ Ip
b) a+b+c=2013,c=(a+b)-20+18,a+b>18......cccccciiiiiiiiiiii.. Ip
20-(@+b)+18=2013—(A+b)S A+ D =95 oo, Ip

Obtinem 19x + 19y = 95, (x, y) = 1 deci vom avea doud solutii
(a,b,c) =(19,76,1918) si  (a,b, ) = (38,57,1918) ... reveeoeeeeeeeeeeereeeeeeee 2p

SUBIECTUL Il Se noteaza cu [OC bisectoarea unghiului xAOB. Daca [OD este bisectoarea
XAOC, [OE este bisectoarea unghiului xBOD, [OF este bisectoarea unghiului <AOE, iar
m(xDOF) = 5°, gasiti masura unghiului <AOB.

Gazeta Matematica

Solutie
Notim m(%AO0B) = x. Atunci: m(XBOC) = M(FAOC) = 2. oo (1p)
Totodatd, m(XA0D) = m(XCOD) = z A
Avem ca m(<B0OD) = m(xAOB) — L.
m(4A0D) = x -~ =
3x c
PR (2p)
Deci: m(«BOE) = m(<DOE) =%, 3
Atunci: m(XAOE) = m(xAOB) —
m(<BOE) = x — %" =
5x
? ......................................... (Zp)
Asadar: m(2AOF) = m(XEOF) = = =
= (1p)
ST p
n concluzie,

m(<DOF) = m(XAOF) — m(XA0D) = 51’—’6‘ — X=X o5 5 x=16-5=80"...... (1p)
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SUBIECTUL IV

In triunghiul ABC se stie ca masurile unghiurilor <A si <B sunt proportionale cu numerele 2 si
3, iar masurile unghiurilor <B si <C sunt invers proportionale cu numerele 0,1(6) si
0,2.Construim semidreapta (BD interioard unghiului <ABC asa incat masura unghiului <ABD sa
fie egald cu 12°.

a) Aflati masurile unghiurilor triunghiului ABC;
b) Construim prin punctul C o dreapta paralela cu dreapta BD care intersecteaza dreapta AB
n punctul E. Demonstrati ca semidreapta (CB este bisectoarea unghiului <ACE.
Solutie

A

a) Notam cu a, b, ¢ masurile unghiurilor <A, <B si <C. Atunci: % = % si b-01(6)=c-0,2.

Deducem ca: a = 2—3b sic= % 1 punct

Stim ci: a+b+c =180°si utilizand relatiile de mai sus deducem ci:

a=48"b=72°c=60° 2 puncte
b) Cum misura unghiului <ABD este de 12° prin diferentd deducem ci masura unghiului

<DBC este de 60°. 1 punct

Consideram dreptele paralele CD si BE cu secanta BC. Deducem ca:

m(<CBD) = m(<BCE) = 60° (unghiuri alterne interne). 2 puncte

Cum si m(<ACB) este tot 60°, atunci (CB este bisectoarea unghiului <ABE. 1 punct
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Clasaa Vll-a
Barem de evaluare

SUBIECTUL I

l_(1+l+l+...+1) §i
441 2 3 4 63

b=vVI+VI+3+5+VI+3+5+7+9+-+VI+3+5++2017.
Aratati ca numerele a si b sunt numere naturale patrate perfecte.

H 1 9 10
Fie numerele a=-+—+—+--+
7 14 21

Barem:
1 9 10 70 7 7 7 7

a) Cl—;+E+Z+"'+m—(ﬁ+z+ﬁ+'“+m) 1p
_1,2.3 . 6
R A VT 441
1,1, 1, 4,1_8_g_q2
a—7+7+7+ +7 - 9=3 1p

63 ori

b) FieS,=1+3+5+-+(2n+1)
Sa=1+@+2)+1A+4) +-+(1+2n)
Sp=1+1+1+-+142+4+6+-+2n

(n+1) ori

Sp=m+1)+2(1+2+3+-+n)

Sp,=m+1)+nn+1)

S, = (n+1)2 2p

2n+1=12017 = n = 1008 1p

b=14++v324++52 4. 4++10092 =143+ 5+--1009 1p

2n4+1=1009 = n =504

= b = 5052 1p
SUBIECTUL |1

a) Determinati toate perechile de numere intregi (a,b) stiind ca are loc urmaitoarea
egalitate: (2019a —2018b — 1)v/2018 = (1 — 2020a + 2019h)v2019.
b) Fie numarul a = 1234567891011121314 ... 2019, obtinut prin aldturarea cifrelor

numerelor 1, 2, 3, 4, ...., 2019. Determinati cea de a patra cifra a numarului Va.
Barem:

a) Deoarece v2018,+/2019 irationale si a, b Intregi = egalitatea poate avea loc <
2019a — 2018 —1=0 si 1—2020a + 20190 =0 2p
Adunand cele doua relatii de egaliate obtinem —a+b =0 sau a=b»b 1p
Tnlocuind a = b in una din cele doui relatii obtinem a = b = 1 solutie unici 1p

b) Numarul aare 9 +2-90 + 3-900 + 4 - 1020, adica un numar impar de cifre ~ 1p
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Aplicam algoritmul de extragere al radacinii patrate si obtinem:

\V1'23'45'67" ... = 1111 ...
= cifra cautata este 1

SUBIECTUL I

1p
1p

Tn triunghiul ABC fie M € BC astfel incat MC = 4BM si P mijlocul laturii BC. Fie Q €
AC astfel incdt BAC = PQC si {R} = AM N PQ . Determina valoarea raportului Z—i.

Barem:

Prof. Vass Noémi, Reghin

BAC =PQC = AB || PQ si BP =PC =PQ linie mijlocie n triunghiul ABC = PQ= ATB 2p

BM

PR || AB = AABM~ARMP = 22 =
PR MP

Fie BC = x=>BM=§ si Mp=’2£_§=

2 _M_2,pr=3nAB

PR~ MP 3 2

AB 1

QR =PQ + PR = 24B = o= .

2

SUBIECTUL IV

3x
10

1p

2p

2p

Se considera trapezul ABCD, cu AB||CD, AB < CD si AC1BD. Daca N este un punct
oarecare pe segmentul OC, unde {0} = AC N BD si P este intersectia perpendicularei din C pe

DN cu dreapta BD, aratati ca NBLAP.
Barem:

DNLCP (ip.) )
COLDP (ip.)} = N ortocentru in ACDP
= PNLCD (1)

1
aBlcp B ABLPN ()

POLAN (ip.)

ABLPN (2) }:> B ortocentru in AANP

= NBLAP

Gazeta matematica — 2018
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Barem
SUBIECTUL I
Se da numarul A=4- 111 ....1 555 ...5 +4 , unde cifra 1 se repeta de 2019 ori, iar cifra 5 tot
2019 2019

de 2019 ori. Calculati VA ( G. M. Enunt modificat)

Solutie:

Notdm 111 ....1=a
| S —
de 2019 ori

A=4 - [a 102919 + 5@ 4 1] 3p

A=4-[a-(9-a+1)+5-a+1]=4-[9a% + 6a + 1]=4- (Ba + 1)?........... 2p

VA=/4 - (3a + 1)2=]|2(3a + 1)|Z666 .68, 2p
2018

SUBIECTUL II

a) Daca S = L ! .

V3+2v2 + V5+2v6 ot V4037+2v/20182019

calculati [S],

unde [S] reprezinta partea intreaga a numarului S;

b) Fie x, y numerereale cu propietateaci, x> + 4y? — 4x+/2 + 4y + 8 = 0. Aratati ca,
suma x+2y este un numar din intervalul (-1, 4).

(prof.GintaVasile)

Solutie:

a) V3+2v2=v2+1,..,4/4037 + 21/2018 - 2019 = v2019 + v2018 1 punct

1 1 1 . . .
S= T met Y s iarduparationalizareS = v2019 — 1. 1 punct
In final, [S] = 43.
b) Relatia data devine: (x — 2v2)?2 + 2y + 1)2 =1 1 punct

Deducem ca, |x — 2v2| < 1si |2y + 1| < 1 cea ce este echivalent cu:
—1<x—-2V/2<1si—-1<2y+1<1 2 punct

In final, dupa argumentatii logico matematice se ajunge la faptul ca:
2v2 —3 < x + 2y <1+ 22 adica, suma x+2y este un numar din intervalul (-1, 4). 2 puncte
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SUBIECTUL 111
Fie A, B, C, D puncte necoplanare si M € AB. Prin punctual M se duce un plan paralel cu
dreptele AD si BC care intersecteaza segmentele (AC), (DC),(BD) in punctele P, Q, R.

a) Determinati natura patrulaterului MPQR.
b) Determinati pozitia punctului M, astfel incéat aria patrulaterului MPQR sa fie maxima.
(Matlap)
Solutie:
a) BC||(MPQR), (MPQR)N(ABC)=MP => BC||MP(1)
BC||(MPQR), (MPQR)N(BCD)=RQ => BC||RQ (2)

(1),(2) =>MP|RQ (*)  errereriiiiieieeeen 2p
Analog,
ADI[(MPQR), (MPQR)N(ACD)=PQ => AD||PQ (3)

R A
\/ \ ADJ|(MPQR), (MPQR)N(ABD)=MR => AD|[MR (4)
M P\
B

(3).(4) => PQ[IMR (**)

C  Din (%), (**) rezulta ca MPQR este un
PANAIEIOGIAM . ..o 2p

b) MR||AD, MP||BC, decim(x(MR, MP)) = m(x(AD, B(C)), adici m(XPMR) = constant.
Daca MB=kABatunciprin AAMP~AABC si ABMR~ABAD obtinem

MR=KAD, MP=(1-K)BC..... o Ip
Deci Aypor = MP - MR - sin(PMR) = k(1 — k)AD - BC - sin(PMR) este maxima, dacd k(1-k)
(ST 7e3 10 F2 D1 - Ip

2
Astfelk(1 — k) = k — k? =1+k—k2—1=1—(1—k) este maximi dacd k = ~.
4 4 4 2 2

Obtinemca MA=MB, deci M este punctul de mijloc a segmentului [AB]..................... Ip

SUBIECTUL IV

Fie piramida patrulatera regulatda VABCD, {O} =ACNBDsiP,Qe (VO)
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Daca \E}=APNCV {F}=CPNAV {$}=BQNDV {T}=DQNBV aratati ca masura
unghiului dintre dreptele EF si ST nu depinde de alegerea punctelor P si Q pe segmentul VO.

Gazeta matematica 2014
Solutie:

Tn triunghiul VAC avem ca

AE NCF NVO = {P}:\E-A—O-C—Ez
FA OC VE  (Am aplicat teoremaCeva). (2p)
VE_VE
Cum AO=CO, deducem ca FA  CE . Din aceastarelatie conform reciprociiteoremeilui Thales
deducem ca FE[AC (1). (2p)
cum BD L ACsiAC L VO =AC L (VBD)=> AC LST @). (2p)

Din relatiile (1) si (2) deducem ca FE L ST sideci ml< (EF, ST)]=90° (1p)



