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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA , 17 FEBRUARIE 2018

CLASA alX -a

BAREME:

1.

L _ n+1_ Dx"+1
a) Demonstrafici: 1+ 2x +3x% 4+ - 4+nx" 1 =1 (R+)x7+

(1-x)2
b) Fie (b,)n=1 O progresie geometrica de ratie q # 1. Calculati suma:
T,, = by + 2b, + 3b3 + --- + nb,, in functie de b, si q.

, unde x € R\{1}, n € N*.

Barem:

a) Fie S,(x) =1+ 2x+3x%+--+nx"1

1—x" nx"l —(m+ Dx"+ 1
Sp() — x-S () =Q+x+x2+ - +x"H) —nx" = —nx" = ( )
1—x 1—x
+1_
Deducem ci S,,(x) = (et Dxe1 PENEIU X F L. o 4p

(1-x)?
b) Folosind formula termenului general b,, = b; - g™~ avem:

T, = by +2b, +3bs + -+ nb, =b; +2b; - q+3b; - q*> + -+ nby - q" Lereieeen 1p

T, = by(1+2q +3q* + -+ nqg™ 1) = b, - S,(q), unde S, (q) este suma de la punctul a)....1p

ng"t1 —(n+1)q"+1
(1-q)?

Finalizare: T,, = b, -

2. In patrulaterul ABCD, 0, este mijlocul diagonalei AC si 0, este mijlocul diagonalei BD.
AD-BC

a) Sa searate ca 0,0, =

b) Sa se arate ca daca AD +CB =3~ 0,0, , atunci ABCD este paralelogram.
Barem:

a) Fia M un punct in plan. Tn triunghiul MAC, MO, este mediana, rezulta

—
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MB+MD  MA+MC

Tn triunghiul M0, 0, avem: 0,0, = MO, — MO, = = é[(ﬁl_)) — MA) -

2 2
(FC ~ MB)] =2 (A8 = BC)orooooooooee 2
b)
Relatia datd AD + CB = 3- 0,0, se 5Clie AD — BC =3 0105 w.ovvveevveeereceerecrnrr. 1p
Din punctul a) avem 0,0, = %(ﬁ — BC).
Atunci 0,0, = % 3-0,0, , de unde rezulti 20,0, = 30,0, < 0,0, =0 ......... 1p

Aceasta inseamna ca 04 si O, coincid, adica diagonalele AC si BD au acelasi mijloc, rezulta ca
patrulaterul ADCB este paralelogram...........cccveieeiieieiiie i 1p.

3. Fiea,b,c > 0. Sa se demonstreze ca:

a b c 3
- 4+ - 4 - >=Z2
b+c+a+c+a+b_2
Barem :
Notdm D+ Cc =X ,C+ A=Y ,0+D = Zuooiiiioiiieec e 1p
Se obtine @ = X2 | p = T XIVTE 2p
t , —— TR
Inegalitatea se transforma in:
SO 1p
x y z
Sau (£+X)+(X+£)+(E+£)Z6 GG T 2p
y X z y X z

Deoarece §+ % >2 , Vx,y > 0 (sianaloagele)

rezultd ca inegalitatea (*) este adeVarata............cceeciieeiiieeiiiie s 1p

4. Rezolvati ecuatia 2 - [x]- (1 + {x}) = 2x + 1, unde [a]-partea intreaga a lui a si {a}-
partea fractionarad a lui a.

Barem:
Deoarece x = [x] + {x}, ecuatia se scrie
2[x] 4+ 2[x]{x} = 2[x] F 2{0] F Lo 2p
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de unde obtinem :

_ 2{x}+1
[x] == =

_ 1
sau [X]= 1+ﬁ ................................................................................... 2p

Cum [x] este numar intreg , rezulta ca

1 <
o] = k , unde k este numar natural nenul.

De aici {x} =i SI [X] = 1 A Ko 2p
2kZ+2k+1

Tn concluzie , orice x = —

, k-numar natural nenul, este solutie a ecuatiei
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