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OLIMPIADA  NAȚIONALĂ DE  MATEMATICĂ 

 
ETAPA LOCALĂ , 17 FEBRUARIE 2018 

 

CLASA   a IX -a 
 

 
BAREME: 

 
1.  

a) Demonstrați că : 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + ⋯+ 𝑛𝑥𝑛−1 =
𝑛𝑥𝑛+1−(𝑛+1)𝑥𝑛+1

(1−𝑥)2
 , unde 𝑥 ∈ ℝ\{1}, 𝑛 ∈ ℕ∗. 

b) Fie (𝑏𝑛)𝑛≥1 o progresie geometrică de rație 𝑞 ≠ 1. Calculați suma: 

𝑇𝑛 = 𝑏1 + 2𝑏2 + 3𝑏3 + ⋯+ 𝑛𝑏𝑛 în funcție de  𝑏1 și q. 

Barem: 

a) Fie   𝑆𝑛(𝑥) = 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + ⋯+ 𝑛𝑥𝑛−1. 

𝑆𝑛(𝑥) − 𝑥 ∙ 𝑆𝑛(𝑥) = (1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑛−1) − 𝑛𝑥𝑛 =
1 − 𝑥𝑛

1 − 𝑥
− 𝑛𝑥𝑛 =

𝑛𝑥𝑛+1 − (𝑛 + 1)𝑥𝑛 + 1

1 − 𝑥
 

Deducem că 𝑆𝑛(𝑥) =
𝑛𝑥𝑛+1−(𝑛+1)𝑥𝑛+1

(1−𝑥)2
, pentru 𝑥 ≠ 1. ...................................................... 4p 

b) Folosind formula termenului general 𝑏𝑛 = 𝑏1 ∙ 𝑞𝑛−1 avem: 

𝑇𝑛 = 𝑏1 + 2𝑏2 + 3𝑏3 + ⋯+ 𝑛𝑏𝑛 = 𝑏1 + 2𝑏1 ∙ 𝑞 + 3𝑏1 ∙ 𝑞2 + ⋯+ 𝑛𝑏1 ∙ 𝑞𝑛−1.................1p 

𝑇𝑛 = 𝑏1(1 + 2𝑞 + 3𝑞2 + ⋯+ 𝑛𝑞𝑛−1) = 𝑏1 ∙ 𝑆𝑛(𝑞), unde 𝑆𝑛(𝑞) este suma de la punctul a)....1p 

Finalizare: 𝑇𝑛 = 𝑏1 ∙
𝑛𝑞𝑛+1−(𝑛+1)𝑞𝑛+1

(1−𝑞)2
 ...................................................................................... 1p 

 
2.  În patrulaterul ABCD, 𝑂1 este mijlocul diagonalei AC și 𝑂2 este mijlocul diagonalei BD. 

a) Să se arate că 𝑂1𝑂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

𝐴𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ −𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

2
 . 

b) Să se arate că dacă 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3 ∙ 𝑂1𝑂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   , atunci ABCD este paralelogram. 

Barem:  

a) Fia M un punct în plan. În triunghiul MAC, 𝑀𝑂1 este mediană, rezultă 

𝑀𝑂1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

2
. Analog în triunghiul MBD, 𝑀𝑂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝑀𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

2
.................... 2p 
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În triunghiul 𝑀𝑂1𝑂2 avem: 𝑂1𝑂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝑂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑀𝑂1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝑀𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

2
−

𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

2
=

1

2
[(𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) −

(𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )] =
1

2
(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)..........................................................................2p 

b) 

Relația dată 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3 ∙ 𝑂1𝑂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   se scrie 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3 ∙ 𝑂1𝑂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ................................ 1p 

Din punctul a) avem 𝑂1𝑂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

1

2
(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗). 

Atunci 𝑂1𝑂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

1

2
∙ 3 ∙ 𝑂1𝑂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   , de unde rezultă 2𝑂1𝑂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 3𝑂1𝑂2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⇔ 𝑂1𝑂2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  .......... 1p 

Aceasta înseamnă că 𝑂1 și 𝑂2 coincid, adică diagonalele AC și BD au același mijloc, rezultă că 

patrulaterul ADCB este paralelogram................................................................................ 1p. 

 
3. Fie a,b,c > 0. Să se demonstreze că: 

               
𝑎

𝑏+ 𝑐
+

𝑏

𝑎+𝑐
+

𝑐

𝑎+𝑏
≥

3

2
 

Barem :  

Notăm  𝑏 + 𝑐 = 𝑥  , 𝑐 + 𝑎 = 𝑦 , 𝑎 + 𝑏 = 𝑧.....................................................................1p 

Se obține 𝑎 =
−𝑥+𝑦+𝑧

2
 , 𝑏 =

𝑥−𝑦+𝑧

2
 , 𝑐 =

𝑥+𝑦−𝑧

2
.............................................................................2p 

Inegalitatea se transformă in: 

𝑦+𝑧

𝑥
+

𝑧+𝑥

𝑦
+

𝑥+𝑦

𝑧
≥ 6......................................................................................................................1p 

Sau      (
𝑥

𝑦
+

𝑦

𝑥
) + (

𝑦

𝑧
+

𝑧

𝑦
) + (

𝑧

𝑥
+

𝑥

𝑧
) ≥ 6   (*)..............................................................................2p 

Deoarece   
𝑥

𝑦
+

𝑦

𝑥
≥ 2   ,  ∀𝑥, 𝑦 > 0  (si analoagele)  

rezultă că inegalitatea (*) este adevarată.......................................................................................1p 

 
 
 

4. Rezolvați ecuația 2 ∙ [𝑥] ∙ ( 1 + {𝑥}) = 2𝑥 + 1 , unde [a]-partea întreagă a lui a și {a}-

partea fracționară a lui a. 

Barem: 

Deoarece   𝑥 = [𝑥] + {𝑥} , ecuația se scrie  

2[𝑥] + 2[𝑥]{𝑥} = 2[𝑥] + 2{𝑥} + 1,..............................................................................................2p 
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de unde obținem : 

[𝑥] =
2{𝑥}+1

2{𝑥}
           sau           [x]= 1+

1

2{𝑥}
...................................................................................2p 

Cum  [x] este număr întreg , rezultă că 

1

2{𝑥}
= 𝑘 , unde k este număr natural nenul. 

De aici  {𝑥} =
1

2𝑘
  si  [𝑥] = 1 + 𝑘..................................................................................................2p 

În concluzie , orice 𝑥 =
2𝑘2+2𝑘+1

2𝑘
 , k-număr natural nenul, este soluție a ecuației 

...........................................................................................................................................1p 
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