Barem de corectare

1. Se da multimea de matrice

M ={X € My(C) | 3k € N,k > 2, astfel incat X* = O,}.

a. Demonstrati ca daca A € M, atunci det(l, + A + A% + ...+ A?015) = 1.
b. Demonstrati ca matricea Is nu se poate scrie ca suma finita de matrice din M.

Barem de corectare.

a. (4p) X =0, = det(X)=0= X?=1tX, unde t = tr(X) (1 punct); Xf = tF"1X = 0y = X = O,
sau t = 0; in anbele cazuri, avem X2 = O, (1 punct); verificare pentru A = O, (1 punct); pentru A # O,, avem
det(Iy + A+ A%+ ...+ A%2015) = det(I, + A) = 1 (1 punct).

b. (3 p) Reducere la absurd: daca I, = A;+As+. ..+ A, ar trebui ca tr(ly) = tr(A;+A2+...+A4,) < 2=0,
contradictie.

2. a. Demonstrati ca, oricare ar fi ordinea factorilor, produsul tuturor permutarilor din S3 nu poate fi egal
cu permutarea identica din Sj.

b. Demonstrati ca exista o infinitate de perechi de matrice (X,Y") din My(Z), cu proprietatea ca XY # Y X
iX2=Y?%=1.

Barem de corectare.

a. (3 p) Scrierea tuturor permutarilor din S5 (1 punct); calcularea numarului total de inversiuni ale acestora
ai concluzia ca, oricare ar fi ordinea factorilor, produsul tuturor permutarilor din S3 este o permutare impara
(1 punct); permutarea identica este para (1 punct).

b. (4 p) X? =tr(X) - X —det(X) - I, (1 punct); ciutarea unor matrice cu urma egala cu 0 si determinatul
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egal cu —1 (1 punct); finalizare A = (1 i . _aa>, B = (1 b b ), a,b € Z, a # b (1 punct); verificarea

ca AB # BA (1 punct). Pentru gasirea unor matrice particulare care sa verifice conditiile problemei, se va

acorda 1 punct.

3. Se considera sirul (z,),>1, definit recurent astfel:

1

T =18 Tpp1 = Tn + —,
ax?

unde a € N — {0}.
a. Demonstrati ca girul are limita si calculati aceasta limita.

b. Calculati lim =4
n—o0 n

. . a
c. Calculati lim ==,
n—oo "

Barem de corectare.

a. (3 p) Sirul este cu termeni pozitivi prin definitie (1 punct) §i 2,41 — 2z, = ﬁ >0,Vn € N—{0}, deci
este strict crescator; prin urmare are limita (1 punct); limita este oo (1 punct).

b. (2 p) ™ =1+ - (1 punct); limita este 1 (1 punct).
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c. (2 p) Conform teoremei Cesaro-Stolz, este suficient sa calculam 7}1_{20 (xf,  —al) = nh_}r{)lo (1 — ) (Tp 1+
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4. Se dau numerele a,b,c € [0,00), astfel incat a + b+ ¢ = 3. Determinati valorile extreme ale expresiei



2(a® 4 b* + %) + 3abc.

Barem de corectare.

Demonstram ci 9 < 2(a? + b? + ¢2) + 3abc < 18, cu egalitate la stanga pentru a = b = ¢ = 1, iar la dreapta
pentrua=3,b=c=0,saub=3,a=c=0,sauc=3,a=0b=0.

Inegalitatea din dreapta se scrie 2(a + b + ¢)* — 4(ab + bc + ca) + 3abc < 18 < 3abe < 4(ab + be + ca),
inegalitate adevarata, deoarece a,b,c € [0,3] si 3abc = abe + abc 4+ abe < 3ab + 3bc + 3ac < 4(ab + be + ca)
(3 puncte). Egalitatea are loc pentru ab+ bc 4+ ca = 0, decia = b =0, sau b = ¢ = 0, sau ¢ = a = 0, cazul
a=0b=c=0 fiind exclus de conditia din enunt (1 punct).

Inegalitatea din stanga se scrie 2(a+ b+ c)? —4(ab+ b+ ca) + 3abe > 9 < 4(ab+be+ ca) — 3abe < 9. Pentru
a demonstra aceasta, presupunem ca a < b < ¢; in acest caz, rezulta a < 1 si inegalitatea de demonstrat devine
4a(b+ c) + 4bc — 3abc < 9 < 4a(3 — a) + be(4 — 3a) < 9. Deoarece 4 — 3a > 0, avem be(4 — 3a) < Ww =

w#, iar inegalitatea de demonstrat devine 4a(3 —a) + w# < 9, echivalenta, dupa cateva calcule,

cu 3a(a — 1)*> > 0 (2 puncte). Egalitatea are loc pentru a = b = c =1 (1 punct).
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