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CLASA a IX-a
Bareme de corectare
SUBIECTUL |

n*( f (n)+1)2

Si se determine functia f:N*— N* stiind ca 12 (1)+22 f (2)+---+ n?f (n)= 1

oricare ar fl numarul natural nenul n .

Solutie.
n=1=f(1)=1,n=2=f(2)=2.cccocccruueeo. 2p
Intuire f(N)=n .occconece 1p

Demonstratie prin inductie ca f (n) =N, 4p
SUBIECTUL I

Fie ecuatia p+[X]=[pX], unde p este un numar natural.
Determinati numerele naturale P pentru care ecuatia are solutii naturale.
Rezolavati ecuatia pentru p=2.

Solutie.
a) X=neN , p+n:np,n:pril=1+p1_1 ................ 1p
p—le{—l,l} : pe{O,Z} ................................. 2p
b) p=2, 2=[2X]—[X] .cccveererrrrerrrerrreririnas 1p
2=[2x]—[x]:[x+—} .................................. 1p

35

— = | e 2
XE[Z,ZJ p

SUBIECTUL II11
Fie a,b,ce (0, oo) astfel incat abc=1. Si se demonstreze ca

a+b® pP+c +a®_a+b b+c c+a
+ + > el
c a b c a b

2(a5+b5+c5)2

Solutie.
X+ Y5 2y +y2 )2 X2y (X+Y) (Do, 4p

in (1) {X, y} = {a, b}, {X, y}: {b, C}, {X, y}: {a, C} si se insumeaza................... 2p
Se tine cont ca: ab(a3 + b3)= % (a3 + b?’), a’b? (a + b) = Ciz (a+ b) ................ 1p

SUBIECTUL IV
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Pe laturile paralelogramului ABCD se considera punctele M € (AB), N €(BC), P (CD),

Qe (DA). Senoteazd cu G, G,, G;,G, centrele de greutate ale triunghiurilor QAM, MBN,
NCP, respectiv PDQ. Sa se arate ca:

G,G,G;G, este paralelogram.

Paralelogramele ABCD si G,G,G,G, au laturile paralele daca si numai daca MP[BC si NQ|AB.
Solutie

a) ABCD paralelogramry, + 1. =Ig +1y (1)..ccoverieenes 1p

3, =T +1y , 3 =1+ +1, 3(rGl+E)_rA+rc+rM ++h 41 (2)...1p
3(rG +rG)_rB+E+rM+rN+rF,+rQ ................ 1p

1), ), R)= Iy +I5 =1, +15, = G,G,G,G, este paralelogram.............. 1p

b)@:g—gzé(@ T+, — )—%AB+ QN, GG, |AB < AB|QN .....2p
G.G;|BC & BT|MP . 1p

CLASA a X-a
Bareme de corectare

(x+1)° (y +1) (z +1)

&/yz +1 3 zx +1 3 +1

SUBIECTUL |

>3, unde X,Y,z>0.1In ce caz

Demonstrati inegalitatea:

avem egalitate?

Solutie.
3(yz)’ +1=33yz yz(yz) +1<y+z+yz+1=(y+1)(z+1) ..o, 2p
3(yz) +1£(y+1)(z+1) si analoagele................ Ip

unci oy O gy (T
At Za\/iﬂ z(y+1)(z+1)3\/H(y+1)(z+1) 3. 3p

Egalitate pentru X=y=z2=Xy=yz=2X, Xx=y=z=1 ............. Ip
SUBIECTUL 11
2" +3 =7
Sa se rezolve sistemul de ecuatii: :
log, x—log, y=1
Solutie.
log,y=t, y=3".irirne. 1p
Din a doua ecuatie, avem log, x=1+t, adicd X = 25 1p
Prima ecuatie a sistemului devine 22" 135 =T . 1p
Se observa ca ecuatia are solugia t =0........cccceeernnnn. 1p
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Dacid t >0, atunci avem succesiv 2! >2, 22" >22 =4, 3' >1, 3% >3 i atunci

22" 13% >443=7,deci 277 +3% £ T oo 2p
In mod analog pentru t <0, avem 2" <2, 227 92 4,3 <1,3 <3 si atunci
27" 13 <4+43=7,deci 277 +3% £ T oo, 1p

SUBIECTUL I11
a) Ordonati crescitor numerele 3/26, log, 9, 316 -1, log,82.

b) Rezolvati ecuatia (§/1_6 —1Y - (3\/2_6)X + (Iog 5 9)X + (log3 82)X = 2/

Solutie. a)

1<316-1<2<¥26 <3, 2p

3<log,9<4<l10g,81......ccccvinnnn. 1p

1<316-1<3/26 <log,9<10g,81..................... 1p

b) f:R>R, f (X) = (Q/E—l)x +(§/%)X +(|Og2 9)X -|—(|Og3 82)X strict crecdtoare........ Ip
g: (—oo, 4] —->R, g (X) = 2V strict deSCreCAtOare. ..., Ip

Ecuatia are solutia unicd X=0.......ccccecvrrvrivirimieririrnriese s 1p

SUBIECTUL 1V
Fie a,b,c numere complexe distincte si de acelasi modul. Sa se arate ca punctele de afixe a,b,c

sunt varfurile unui triunghi echilateral daca si numai daca a’ (b - C) +b? (C — a) +c? (a - b) =0
Solutie.

a’(b—c)+b*(c—a)+c*(a—b)=0<(a-b)(b—c)(a—c)(a+b+c)=0,deunde a+b+c=0

..................................... 3p
a+b+c=0, |a|=|b|=|c| = triunghi echilateral.............. 2p
triunghi echilateral, |a) =|b|=|c| = a+b+c=0................ 2p

CLASA a Xl-a
Bareme de corectare
SUBIECTUL |

a 0b

S se determine matricele Ae M4(R), A=| 0 ¢ 0| pentru care existi N e N* astfel incat
b 0 a

A" =l,.

Solutie.
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(a+b)" +(a—b) 0 (a+b)' —(a—b)"
2 2
Inductie A" = 0 c’ 0 e 3p
(a+b)' —(a-b)" 0 (a+b) +(a-b)’
2 2
a==1 a=0
Din A" =1,,rezulta {b=0 sauib==21. ... 2p
c=t1 c=t1

+1 0 O
A= 0 1 0 |, A=l s 1p

0 0 #1

0 0 #1
A= 0 1 0 |, A"=1; o 1p

+1 0 O
SUBIECTUL 1l

2 3
a) Si se giseascd doud matrice de ordin doi cu elemente reale cu proprietatea cd A? +B? = [3 2) .
b) Sa se arate cd orice doua matrice patratice de ordin doi cu elemente reale cu proprietatea ca
2

A2 +B? = (3 2) nu comuta

Solutie

, (33) , (-1 0) . 311y _ (01
I P P (PR B

b) Dacd AB=BA=> det(A’+B’)=det( A’ —i’B*)=det(A+iB)-det(A+iB)=0....2p
;

o= -5<0, contradictie............... 2p

det(A2+B2):‘§

SUBIECTUL 111
Fie (an )nzO , (bn )nzo, (Cn )nzo trei siruri de numere reale cu proprietatea cd pentru orice numar natural

. < I 1 <
n are loc relatia a, +b, +c, =1. Daca IIm(aﬁ +b? +C§):§, sd se arate cd
N—x0

lima, =limb, = limc, =%.
Solutie
2 2 2
(an—l) J{b“_}j +(cn—1) =a§+bn2+c§—1 ............................ 3p
3 3 3 3
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1\2
si atunci lim (an ——j +
N—o0 3

lima, =limb, =limc, == ..., 2p
N—0 N—00 n—o0

SUBIECTUL IV

Fie sirul (Xn )nzo dat prin relatia X, =2x* —11x, +18, Yn>0, X, € (g ,3). Sa se demonstreze ca

n+l T
sirul este convergent si calculati lim n(xn —I), unde | =limx,,.
Solutie.
Monotonia: X, —X, =2x> —12x +18= 2(Xn —3)2 >0, deci sirul este crescator......1p
Marginirea: inductie X, € (2,3) ............................. 2p
Limita: | =limx,, 1 =211 +18, I =limX, =3 .....ccccceovrrrrrrrrnne. 1p
n(x, —3)=— 2 , Stoltz Cesaro ,
3—X,
n+l-n  (3-x,.)08-%) (-15+11x, —2x?)3-x,) o
1 1 M )
3- Xni1 3- Xn
(-15+11x, —2x?)3-x,) 15-11x, +2x* _2x,-5 n
2 —3f 2Ax —3) G e
: : n . 2%, -5 1
lIimn(x, —3)=—IM——=—-lim——=—= ... 1
N—0 ( n ) oo 1 n—>o 2 2 P
3—X,
CLASA a Xll-a
Bareme de corectare
SUBIECTUL |
Fie sirul (a,),.,, &, =4% +7, VneN.

1. Sasearate cain Z;,,avem &, =0, VneN.

2. Si se arate ¢ in Zg, este adevirata afirmatia: existd b € Z, astfel incat &, -b=1, Vne N".

Solutie.
1. Pentru n>0, 45 =4 — 4% —4.45 — 4.1024° i cum 1024=M_, +1, atunci
a, =4M,;+1)° +7=M,, +11=M,, sideci &, =0 Z,  ccccooomrrrrrrr. 3p
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2.Pentru n>1, 4% =(5-1)" =M, +(-1)° =
énzf’:,VneN*.AtunCilS:Qpentrucé 2-3=T oo, 4p

SUBIECTUL 11
Fie (G, ) un grup, e elementul sdu neutru, P >1 un numar natural si elementele distincte

abeG- {e} satisfac conditiile: b*” =e si ab=Db?"a . Aratati ca

1. b*=e

2. ab=ba daci si numai daca 3|(p - 2)

Rezolvare:

1. ab=b*a=Db?* =aba™, b? =bPe=b"b*" =b?*"b?" =aba'aba™ =ab’a™ si deci
bPa=ab*....2p

De asemenea e =b®* =bP"b?" =ab’a‘aba™ =ab’a™, deci ab’a™ =e, de unde
b*=a'ea=e.... 2p

2.

»<=".Daca p(mod3)=2, atunci cum b*® =e, avem ab=b*a=ba......ceoc....... 1p

,,=". Presupunem prin absurd ca p(mod3) # 2, deci p(mod3) S {O, }

Daci p(mod3)=0, atunci cum b® =e, avem ab=Db?"a=a, de unde b=e, ceea ce nu este
posibil...1p

Daca p(mod3)=1, atunci cum b® =e, avem ab=Db?"a=b?a si cum ab=baavem ba=ab=b’a

si imediat b=e, ceea ce nu este posibil............c.ccccevvririrreninnn. 2p
SUBIECTUL 111
: . 21 1
Fie p =2 un numar natural si sirul (In)m, I, :I_. dx .
1 X 1 ¥ x- X
%/—/
n radicali

a) Calculati |,
b) Calculati lim 1
nN—o0

Solutie
a) Ilzil-idx Ux=t, X=tP oo 1p
. X 1+8/x
17 1 1 2 1, 2
Il_B!t(lﬂ)dt_E(Int—ln(t+1))\l = I 2p
n k n
b) XY x---Rx =x* unde a=2(%j =ﬁ{l—(%} ] .................. 1p
k=1 -
11 D G 1 xet
I == = I, =|=- (0 ) G 1
" -!x oy & !x“ (1+x“)dx " Jl‘(x 1+x“j X P
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2

I, :(Inx—iln(1+x“)j :In2—iln1+2 ettt 1p
(04 1 (04
1
n p-1
cum fim——[1-[ 1| =1 atunci lim1, =In2—(p—1)|n1+2 ................ 1p
n—w p_l p p_l n—o0 2

SUBIECTUL I V
Fie f :[O,l] — R o functie de doua ori derivabila cu derivata de ordinul doi continua, avand

£(0)= £(1). S se arate ca i(f () x> 1zo@xf '(x)dx)z |

Solutie.

(%% = x)f "(x)dx = (x* = x)f ’(x]z - I(Zx ~Df"(x)dx = —ZI xF (X )dx +:[ f'(x)dx.....2p Deoarece
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