OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 14 februarie 2025
Solutii

Clasa a X-a

1. Aflati numarul natural n > 2 si numerele reale pozitive x1, z, ..., z,, stiind ca

i+ xo+ ... +x, =329, —1gin=+/n+7—1.

Gazeta Matematica, Supliment cu exercitii

Solutie.

n=+vn+7—1& (n+1)"=n+7. Constatam ca n = 2 verifica ecuatia...... 2p

Pentrun > 3, avem (n+1)" > (n+1)> > 16(n+1) > n — 7. Rezulta ci n = 2 este

solutia unica a ecuatiel ......... ... 2p
1+ 29+ 1 3

x1+x2:3\3/x1x2—1<:)T: VI 2Tl z1=20=1......... 3p

n
2. Fie n > 1 un numar natural si numerele reale aq, as, ...,a, > 1. Notam S = E ag.

. k=1
Aratati ca

S —a S —a S —a,
logal<n—11>+log“2<n—12>+“‘+log“n(n—1)Z”

Solutie.
Notam P = ajas...a,. Fie k € {1,2,...,n}.
.. . .. . S — ag ne1 P
Din inegalitatea mediilor, obtinem 1 > e 2p
n — Qg

S — | P
Cum a;, > 1, avem log,, ( ak) > log,, ("1 —) ......................... 1p
n—1 ag
: n—1 P 1
Apoi log,, ( 1/ a—k> = E log, @i.oovvviii 1p

ie{1,2,..n\ [k}
Rezulta

n

B S — 1
kz:logak ( n —Cik> = n—1 Z Z log,, ai
—1

k=1 \ie{1,2,...n}\{k}

1
= Z (log,, a; + log,, ax) - (1)

1<i<k<n




Din inegalitatea log, b+ log,a > 2, V a,b > 1, obtinem

L Z (log,, a; + 1o a)>2q2l =n (2)
n—1_ -+ Sa @i Sai k) = 1T ™
1<i<k<n
Inegalitatea din enunt rezulta prin tranzitivitate din inegalitatile (1) si (2)..... 3p
. Fie a,b,c € C*, cu proprietatea ca |a| = |b| = |¢| = a+b+c. Demonstrati ca printre
numerele a, b, ¢ exista doua numere cu suma zero.
Romeo Ilie
Solutia 1.
Notam r = |a| = |b| = |¢| =a+ b+ c. Avem r € (0, 00)
— 2 2 2 r%(ab+be+ ca)
T:a+b+0———|——+—: e 2p
b c abc
Rezults sistemul { © N 1p

abc = r(ab+ ac+bc)
Obtinem abc = (a + b+ ¢)(ab+ ac + bc), de unde (a 4+ b)(b+c¢)(c+a) =0 ..... 3p
Rezultaa+b=0saub+c=0sauc+a=0 ... 1p
Solutia a 2-a, geometrica

Numerele complexe nenule a, b, ¢ se reprezinta in planul complex prin punctele A(a),
B(b), C(c), situate pe un cerc cu centru in origine ................ ... 1p
Ortocentrul H al triunghiului ABC are afixul a +b+c....................... 2p
Din ipoteza rezulta ca H apartine cercului circumscris triunghiului ABC' (H este
punctul de intersectie al cercului cu semiaxa reald pozitiva). Atunci triunghiul este

dreptunghic ... ..o 2p

Deducem H = Asau H = Bsau H = (', de unde b+ ¢ = 0 sau ¢+ a = 0 sau

G4 b = 0 2p
. Fie f : [O,oo) — [0,00) o functie cu proprietatea ca f(f(z)) = z/z, Yo > 0.

Demonstrati ca f(vVa?2) = 3/ f2(z), Va > 0.

Romeo Ilie

Solutie.

Fie g : [0,00) — [0,00), g(z) = x+/z. Functia g este bijectiva, cu inversa

g7L0,00) — [0,00), g7HT) = Va2 oo 1p

Conform ipotezei, fo f = g.. ..o, 1p

Compunerea functiilor este asociativa............ ..o i 1p

Avem go f=(foflof=fo(fof)=fo0g. i 2p

Rezultd fog™' =g lo(gof)og =g 'o(foglogi=g'of.

Astfel, relatia din concluzie este demonstrata ............................... .. 2p
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