INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN MURES
S.S.M.R - FILIALA MURES
Olimpiada de matematica- Faza locala, 14.02.2014
Clasa a IX-a
Barem de evaluare

Problema 1:
Calculati: [ ] + 21 [—] + 22 [—] + ..+ 2"t [n+1]
Solutie:
n—1< nn_+21 LM e (2p)
nZ
= m = (1p)

S=Yp 2k —1D)= k2" -2 =5 S, =n-2"—2"+1-(2"-1) =n-2" —
k=1 k=1

2 L (2p)
Unde am utilizat calculul:

S, =1+2:2"+3.2°+..4+n-2"" =
25,=2+2:22+3-2°+..4n-2"=
Sl—281=1+2+22+...+2”’1—n-2”=2”—1—n~2” ........... (2p)

Problema 2

Se considera triunghiul ABC oarecare. Se duc : mediana AL corespunzatoare laturii [BC],
bisectoarea LE a unghiului ALC, bisectoarea LF a unghiului ALB. (E € AC,F € AB) Notam EF N
AL = {M}. Demonstrati ci oricare ar fi punctul O din plan avem : 2-OM = OE + OF.

Solutie:
Din teorema bisectoarei rezulti: o= = 4& si A8 _ 4 (1p)
FB~ BL °> EC ILC
De unde g=—=k = FE | BC = = =k (2p)
2——k1mphc OF = —k 0A+— ocC
AF S
E—kinphcaOF—: 0A+— OB (22p)_ ) -
0E+0F=—-0A+— (OC+0B)— —-0A+—-2-0L=
1+k 1+k

=2(=-- 04+ OL) = 2-0M. (2p)
Problema 3

. . e 1 1 3
Se considera numerele reale a,b,c diferite de -1 cu abc=1. Aratati ca daca + + =—,

a+l b+l c+1 2

Atunci unul din numerele a,b,c este egal cu 1.

Solutie:
2[(a+1)(b+1)+(b+1)(c+l)+(a+1)(c+1)]=3(a+1)(b+1)(c+l) (1p)
2(bc+ac+ab)+4(a+b+c)+6=3(ab+ac+bc)+3(atb+c)+6

ab+ac+bc=a+b+c (2p)
ab-a-b+1-abc+ac+bc-c=0 (1p)
a(b-1)-(b-1)-ac(b-1)+c(b-1)=0 (1p)
(b-1)(a-1-ac+c)=0 (1p)
(b-1)(a-1)(2-c)=0

De unde rezulta concluzia. (1p)

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazdi cu punctaj maxim.



Problema 4

: 1 1 S :
Aflati x >1pentru care =2014x, unde [X]inseamné partea intreaga a lui X, iar {X}reprezmté

—_ + —_
X i}
partea fractionara a lui X.

Gazeta Matematica

Solutie:

xj+[x]

Ecuatia este echivalenta cu =2014x. (2p)
[x]-{x}

1

- (2
2o P

Cum {x}+[x]=x si x>1 obtinem [x]- {x}

,adica n>1. (2p)

Daci [x]=n, atunci {x}=

<1.Deaici n> 1
2014n 2014

Tn concluzie, orice x =n+ , CU n e N"este solutie a ecuatiei. (1p)

2014n

NOTA: Orice altii rezolvare corecti se evalueazdi cu punctaj maxim.
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Barem de evaluare
Problema 1
Calculati suma S = [Ig1] + [lg 2] + [1g 3] + - + [Ig 102014],

Solutie:
Dacap € N, atunci [Igk] =p ©@ p<Ilgk<p+1 ........... 1p
Suma este egald cu S = 9+ Y2057 p - 10P + 2014 ...ccvvcvencenn. 3p
care n final este
$ =2 (2013 - 102 — 2014 - 102°13 + 1) + 2014 ........ 3p
Problema 2

Determinati functiile strict crescatoare f: R = R cu proprietatea ca:

f(xf®) = f(x)y,vx,y €R.

Solutie:
Cum functia este strict monotona rezulta ca este injectiva. ............ 1p
Pentru x=y=1obtinem f(1)=1. ..o 1p
Pentru x =1obtinem. f(f(3)) =Y, VY ER ceooviviiiiiiieeeen, 2p

Daca a € Rsi f(a)>a= f(f(a))>f(a)=>a> f(a), fals. .. 1p
Dacaa € R si f(a)<a:>f(f(a))<f(a):>a<f(a),fals. ... 1p

Rezulta f(x) = x,Vx ER. .cccvervnne. 1p
Problema 3
Sa se arate ca triunghiul ABC este echilateral daca si numai daca:
a®+b3+c3
————+cosA+cosB +cosC =3.
2abc
Gazeta matematica
Solutie:
Daca triunghiul este echilateral atunci
3 3 3
SHD e L cosA+cosB+cosC=243=3 . 2p
. 2abc 2 2
Reciproc,
ad+b3+c3 . . o a+b3+cB b2+c?-a? _
e~ T C0sA+cosB +cosC = 3implica ———+ 2 o = 3 2p
3 3 3 2 2_43 2 2
De unde &2+ | yabrracmar g yabtac g 1p
2abc 2abc 2abc

= ab? + ac? + ba? + bc? + ca? + cb?> — 6abc =0 =

alb—c)>+b(a—c)’+c(b—a)’=0= .ocvvveenn. 1p
= a = b = c, deci triunghiul este echilateral ............... 1p
Problema 4:

. . - o 2 2 - =
Fie 7,7, eCcu Rez, >0 si Rez, >0.Sdsearate ca |7 +[z,[ +2,-2,+7,-7, >0,
Gazeta matematica
Solutie:

2 2 - = - - - =
" +|z| +22,+2,- 7, =2, 2,+2, 7, +2,- 2,+7,- 7, =

Avem |z,

(z,+2)(z,+2,)+(z,-2,)-(z,-2,)= 3p
=4Rez, -Rez, +|z, —22|2 >0

NOTA: Orice altii rezolvare corectd se evalueazii cu punctaj maxim.
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Problema 1
. - n _ L 1) 1
Fie sirul (Xn)n>2 astfel incat x, =1, x,,, = ‘X, »,N=2.Daca S, = Z 1—— |- —,
- n-1 = k) X,
sd se calculeze IlimS, .
Solutie:
Se demonstreaza ca sirul (Xn )n22 este pozitiv. (1p)
2° n’

Avem: X, =1, Xg=—X, ceeeiiiiinininn Xy = X, 1

2 3T et (1p)

. . . . (n!)2
Prin Tnmultirea relatiilor se obtine: x, , = (n-1)! : (1p)
n-—1)!
Deci: x,,, =n-nl,vnx>2. (1p)
. 4 1) 1 k-1 1 01
Atunci S, =D |1-= | — = : =) == (1p)
-t 2 o o
51
=y —-2. 1

21 (1p)
limS, =e—-2. (1p)
Problema 2

Se considerd sirul de numere reale (a,) _, definit prin:

a,=0,a =1 13" =12** +5%2 vYn>2.

Sa se arate ca sirul (an )n>0 este convergent si sa se determine lima, .

Solufie n%
a,=0,3a =1, 13% =12* +5% =13%* =13=a, =1.
13% =12% +5% =13% =17 = a, =log,,17 >1. Avem a,<a, <a, <a,. (1p)
Presupunem ci a,_, <a,, Vk €{0,1...,n—1} si vom demonstra ci a, <a,,,.
Avem: 13% =12%: 45%2, 13%1 =12% 4+ 5% = 13% —13% = (12 —12%+ )+ (5% —5%2 ) (1) (1p)
Din ipoteza inductiei avem: a,_, <a, =12%* <12 =12* —12** >0 (2)
a,,<a,, =5 <5 =5 _5">0 (3)
Din (1),(2),(3) = 13" —13" >0=13" >13* =a ,>a = (2p)

sirul (a,) . este crescitor (*) =a, >a,, vneN=a, >0, VneN.

n>0

Avem a,,a,,8,,8, < 2. Presupunem ci a, <2, vk €{0,1,....n—1} si demonstrim ca a, < 2.
13% =12%1 4 5%2 <122 + 52 =13 = a, <2.

Cum 0<a, <2,vVneN= sirul (an)nZO este marginit (**). (1p)

Din (*) si (**) = (a,),_, este convergent = 3lima, =a e R. Trecem la limita in relatia de

N—o0

NOTA: Orice altii rezolvare corectd se evalueazii cu punctaj maxim.



recurenti =13* =12° +5° = (%) +( > j =1 (4). (1p)

13
a a
12 + > este strict
13 13
crescitoare, deci injectiva, solutia gisita este unica. In concluzie lim a, =2. (1p)
n—oo

Se observa ci a=2 este solutie a ecuatiei (4). Functia f :R >R, f(a)

Problema 3
Fie Ae M, (R), unde n este impar. S se arate ca daca A’ =0, , atunci oricare ar fi matricea

X € M, (R) cu proprietatea ca AX = XA, au loc inegalitatile:
det( XA+ X?)>0=>det( XA—X?).

Solutie:
det( XA+ X?)-det( XA— X?) =det(X)-det(A+X )-det(X )-det(A-X)= (1p)
:(det(x))2 -det(A2 - XZ) :(det(x))2 -det(—xz): (1p)
=(-1)" -(det(X))4 <0, deoarece n este impar. (1p)
Deci det( XA+ X?) si det(XA—X?) sunt de semne contrare. (1) (1p)

2 2
Avem det( XA+ X?)=det( A + XA+ X?) _det“m%xj +(§XJ ]z 0. (2 (2p)
Din (1) si (2) rezultd det( XA+ X?)>0=>det( XA—X?). (1p)
Problema 4. Fie sirul (L,) , datprin L,=2, L, =1si L, =L, +L,, VneN.
a) Si se determine termenul general al sirul (L,) .

b) Demonstrati egalitatea C? - L2 —C}- L2 +...+(-1)'C - L2 = 2" +(-1)'L,. (G.M.)

Solutie:
e e . . . ... 2 . 1+\/§
a) Avem recurenta liniard de ordinul doi cu ecuatia caracteristica r= =r+1, cu solutiile r, =T
r, :# .......... 1 punct, decil, =Ar"+Br,, VvneN................lpunct
Din L, =2, L, =1 obtinem L, =[1+2\/§J +[#J ................... 2puncte
" " 1435 (1-4B)]
b)Y Cr-Uf L =Y Ch (1| =52 | +| =2 | =
k=0 k=0 2 2
k k
:ZCr‘f(—l)k 3445 + ﬁ +2(—1)k R T 1 punct
k0 2 2
n 3_J5) < 34.5) @
=)' CH —— +y CH — ’ +22C:: ......................... 1 punct
k=0 2 k=0 2 k=0
= 1+_3_\/§ + 1+_3+\/§ +2" = (1) 1+45 +(-1) —1_\@ +2m =
2 2 2 2
= 2" (1) Ly oo | pUNCE,

NOTA: Orice altii rezolvare corectd se evalueazii cu punctaj maxim.
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Problema 1
Fie multimea G = (k, ©)\{k + 1}, k > 0, pe care se defineste legea * astfel incat:
log.[(x *y) — k] =log,(x — k) -log,(y — k),Vx,y € G,a>0,a # 1.
a) Sa se determine numarul perechilor de numere intregi (k, a) pentru care elementul neutru al
legii * este e = 2014.
b) Sa se verifice daca legea * este asociativa si sa se determine elementul x € G care verifica
relatia x = x', In cazul k=a+1=1005.(s-a notat cu a’ simetricul lui a in raport cu legea *).
Solutie:
Din calcul se obtine: x * y = k + (x — k)1°90~K) x yeG. ... 1punct
a) Din e € G element neutru se obtinex xe =exx =x,(V)x€EG;x*xe=x >k + (x —
k)loga(e—k) =x

& (x — k)09l =y — k= log,(e—k)=1=>e=k+a€CG ..., 2punct
k+a=2014,k,a€eZ, k>0 k¢2013(e=2014¢k+1)=>
(k,a) € {(1,2013),(2,2012),(3,2011), ..., (2012,1)}, in total 2012 perechi. ................. I punct
b) Se verifica asociativitatea pentru k=1005, a=1004. ........coiiiiiiiiiiii e 1punct
loga(e=k)

X*X =e ™ x' =k +alogal=h) € G.. ..ot Ipunct
Pentru x = x’ obtinem log?,,4(x — 1005) = 1=l0g1004(x — 1005) = 1=x; = 2009 € G sau
10g1004(x = 1005) = =12 x; = 1005 + —— € Guoooooovooroneioccecce 1punct
Problema 2.

. cos?X ., .. . . . 7

Fie f:(0,7)>R, f(x)= ——— €. Sa se determine primitiva F a lui f pentru care F 7 0.

sin” x
Matlap
Solutie:

Integram prin parti.

u(x)=e-cosx, u'(x)=—e™-(sin x +cos x)

COS X 1

V'(x)= , V(X)=- e, 2 puncte

(x) sin® x (x) 23in2x P

COS X COS X

F(X)=————-e7"-= —d —=|——-edx 1 punct

(x) 257X sin x sin’ x P
Fie | :.[ C_OS;X -e7*dx . Integram prin parti

sin® x
COS X 1
X)=e™, U(x)=—e7, h'(x)=— , h(x)=——"—.
o=, wl)=—e, ni)= X h=— L
e e
Deunde | =—— ——I ———dX. 2 puncte
sin x sin x
Deci F(x):——cc_)szx P € dx L € —I i x=SmX__§OSX~ ~*+C(1p)
2sin” X 27sinx 2 sinx 29sinx 2sin” X

Folosind conditia F(%) =0obtinem C =0.

NOTA: Orice altii rezolvare corectd se evalueazii cu punctaj maxim.



_sin X —Cos X o

Deci functia ciutata este F(X) ——=.e 1 punct
2sin” X
Problema 3
Pentru aeR si beR" consideram functia f,,,:C—>C. f,,,,(x+iy)=x+(a+ib)ysi notaim
G= {faeri aeR,be R*}.

a) Sa se demonstreze ca G este un grup necomutativ in raport cu compunerea functiilor.

b) Considerdm si grupul H = {fa,b aecR',be R}, unde f,,:R >R, f,,(x)=ax+bsiunde
operatia este de asemenea compunerea functiilor.

Sa se demonstreze ca aplicatia h:H —> G, h(fa,b): f , , esteunizomorfism de grupuri.

——+=i
a a

Solutie:
a)
- Parte stabila: (fa+bi0fc+di)(x + iy) = fa+bi(fc+di(x + iy)) = fa+bi(x + (C + di)Y) =
= f,.pi(X+Cy +dyi)=x+cy +(a+bi)dy = x+cy +(a+bi)dy =x+(c+ad +bdi)y

= fragma(XF YD) = FoOfe i = foraawar s 1 punct
- Asociativitate
foniOfeiai = foradinaiST TerdiOfaini = fa.ch.ngid€CI Compunerea nu este comutativa. (1p)
- Elementul neutru: £ 1 punct
- (f) =L 1 punct
_E+EI
- deci (G,0)grup necomutativ.
b) (f,,0f. JX)= f.,(f.s(X)=fop(cx+d)=alecx+d)+b=f, ., n(x) ... 1 punct
h(fa,bOfc,d): h(fac,ad+b): f_ad+b+ii si h(fa,b)Oh(fc,d)z f_9+;i°f d 1= fq b 1
deci h este morfism. 1 punct
h este bijectiva = h este bijectiva. 1 punct
Problema 4

Si se determine functia derivabila f :(0,00) - R stiind ca f'(x)= f(x)+ ), e*, pentru orice
X

x>0si f(l)=e.
Gazeta Matematica

Solutie
Fie functia g:(0,00) > R, g(X)ZLXX)—Inx. ..................................... 3 puncte
X-e
1
f'(x)—{1+= |f

Avem ,(X)_x.exf'(x)—(ex+x-ex)f(x)_£_ (x) (erJ (X)_E_E_E_o

9= (x eX)2 X X-e* X X X
................................................................................................. 2 puncte

Deci g este constant. Cum g(l): ll) =1, rezultd ca g(x):l pentru orice x>0 , deci
e

f(X)= @+ x)xe™ , X€(0,00) . oorvvvviiieiiiieeeii e, 2 puncte

NOTA: Orice altii rezolvare corectd se evalueazii cu punctaj maxim.



