
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 16. 02. 2019

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI � a

PROBLEMA 1. Se consider¼a matricele A 2M3(R) şi C = A� At.

a) S¼a se demonstreze c¼a det(C) = 0;

b) S¼a se arate c¼a dac¼a tr(A2) = tr(A � At); atunci C = O3:

Barem de corectare.

a) Din det (C) = det (Ct) = det(�C) = � det(C); rezult¼a c¼a det(C) = 0 (4p) ;

b) Deoarece tr(C �Ct) = tr(A �At)+tr(At �A)� tr(A2)� tr((At)2) = 2 � (tr(A � At)� tr(A2)) = 0
(2p), iar tr(C � Ct) este suma p¼atratelor elementelor lui C 2 M3(R), din tr(C � Ct) = 0;

ob̧tinem c¼a C = O3 (1p) :

PROBLEMA 2. Fie matricele A;B 2M3(R) şi " =
�1 + i

p
3

2
2 C. S¼a se demonstreze c¼a dac¼a

det(A+ "B) 2 R; atunci det(A�B) = det(A)� det(B):
Barem de corectare.

Avem "2 + "+ 1 = 0 şi "3 = 1 (1p) :

Deoarece det(A + xB) = det(A) + a � x + b � x2 + det(B) � x3; unde a; b 2 R (2p) ; din

det(A+ "B) = det(A) + a � "+ b � "2 + det(B) � "3 = (det(A) + det(B)� b)| {z }
2R

+ (a� b) � " 2 R;

rezult¼a c¼a a = b (2p) :

Aşadar, det(A�B) = det(A)� a+ b� det(B) = det(A)� det(B) (2p) :



PROBLEMA 3. Fie şirurile (an)n�1 şi (bn)n�1 de�nite prin a1 = 1 şi an+1 =
1 + anp
n+ 1

; n � 1;

respectiv bn = 1 +
1p
2
+

1p
3
+ : : :+

1p
n
:

a) S¼a se demonstreze c¼a lim
n!1

an = 0;

b) S¼a se demonstreze c¼a bn >
p
n; pentru orice n 2 N; n � 2;

c) S¼a se calculeze lim
n!1

a1 + a2 + : : :+ an
bn

:

Barem de corectare.

a) Deoarece 0 � an � 2, pentru n � 1 (1p) ; o̧tinem c¼a
1p
n+ 1

< an+1 <
3p
n+ 1

; de unde

rezult¼a c¼a lim
n!1

an = 0 (2p) ;

b) Induçtie matematic¼a (1p);

c) Deoarece şirul (bn)n�1 este strict cresc¼ator şi nem¼arginit (1p) ; pe baza lemei lui

Cesaro�Stolz, avem lim
n!1

a1 + a2 + : : :+ an
bn

= lim
n!1

an+1
1p
n+1

= lim
n!1

(1 + an) = 1 (2p) :

PROBLEMA 4. S¼a se determine valorile lui a 2 N; pentru care şirul (xn)n�1, de�nit prin

xn = cos
�
�
p
n2 + an+ 1

�
; este convergent.

Barem de corectare.

Deoarece xn = (�1)n � cos
�
�
p
n2 + an+ 1� n�

�
= (�1)n � cos (an+ 1) �p

n2 + an+ 1 + n
= (�1)n �

cos

�
a+ 1

n

�
�q

1 + a 1
n
+ 1

n2
+ 1

(3p) şi lim
n!1

cos

�
a+ 1

n

�
�q

1 + a 1
n
+ 1

n2
+ 1

= cos
a�

2
; rezult¼a c¼a şirul (xn)n�1

este convergent la 0; dac¼a a este impar (2p) şi este divergent, dac¼a a este par (2p) :

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


