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1. (7p) Fie grupul (G,-) cu proprictatea ca existd y € G asfel incat x* = (xy)3 , VxeG.
Sa se arate ca (G, ) este grup comutativ.

Dan Popescu
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Solutie: Fie e elementul neutru din grupul (G,- ) . Vom nota cu x~ simetricul elementului x.

Punand x =y in relatia din enunt obtinem )’ = »° de unde , simplificand prin ), rezulta y=e.
Relatia din enunt devine x° = x’, Vx e G. Simplificand prin X, rezulti x*=e, Vxe G, adica
x=x", Vxed.

Pentru orice a,hbe G avem ab = (ab)_1 =b"'a”' =ba , adicd grupul este comutativ.

Barem.
Demonstreaza ca y=e 2p
Demonstreazici x=x"', VxeG 2p
Finalizare 3p

2. Fie /:[0,2] >R o functie integrabila astfel incat J: f(x)dx= jlz £ (x)dx. In plus, functia f admite

o primitivd £ cu proprietatea ¢ numerele F(0), F(1) si F(2) sunt in progresie geometrica.
a) (4p) Demonstrati ca functia F' nu este injectiva.
b) (3p) Demonstrati cd ecuatia f(x)=0 are cel putin doua solutii in intervalul (0,2).

Dumitru Craciun
Solutie:
a) Cum functia f este integrabild si admite primitive, putem calcula cele doud integrale cu

formula Leibniz-Newton: Ef(x)dx = F(x)‘:) = F(l)—F(O) si jlzf(x) dx = F(x)‘l2 = F(2)—F(l).

F(0)+F(2)

Asadaravem F(1)-F(0)=F(2)-F(1) = F(1)= , adica numerele F(0), F(1) si

F (2) sunt Tn progresie aritmetica. Din ipoteza avem cd aceste trei numere sunt si in progresie

geometica, prin urmare F (0) =F (1) =F (2) Este evident ca functia F' nu este injectiva.



b) Deoarece F este o primitiva a functiei f, deducem cé functia F este derivabila pe intervalul [0,2] si
F'(x)=f(x), ¥x€[0,2]. Cum F(0)=F(1)=F(2), putem aplica teorema lui Rolle functiei F pe
intervalele [0,1] sl [1,2] . Rezulta cd existd ¢, e(O,l) sic, e (1,2) astfel incat F'(cl) =0 si
F'(c,)=0,adica f (¢, )=f(c,)=0. Altfel spus, ecuatia f(x)=0 are cel putin doua solutii in
intervalul (0,2).

Barem.

a) Arata ca numerele F(0), F(1) si F(2) sunt in progresie aritmetica 2p
Demonstreaza F(O) = F(l) = F(Z) ,deci F' nu este injectiva 2p

b) Aplica teorema lui Rolle functiei F pe intervalele [0,1] si [1,2] 2p
Finalizare Ip

3. a) (2p) Demonstrati ci existd un interval deschis / R astfel incat x**° +1<3x"", Vxel.
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b) (5p) Calculati I ¥ \/—x4040 03030 4 2020 | 5 1010 4

dx, xel.
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Solutie. a)Notand y=x

inegalitatea devine y* -3y +1<0 < ye [
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de la numitor are sens si este nenul. Scotand factorul x ™ de sub radical avem:

b) Fie J :J. dx . Sd observam ca 0 ¢ I si cd pentru x € [ radicalul

! ! -(lOleloog—mle dx

J=—ru
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iar integrala devine:




Barem.

a) Notand y=x"""", obtine y e (3 _2\/5 , 3 +2\/§] 1p
Finalizare I'p
b) J= ! j ! .(1010x‘°°9—1?(}1?j dx 2p
1010 2(x1010+ 1 )+1_[x2020+ 1 j X
xlOlO x2020
Finalizare 3p

4. Fie p si g doud numere prime diferite si (G, ) un grup necomutativ cu pq elemente.
a) (3p) Aratati cd Z(G)={e}.
b) (4p) Sa se demonstreze ca G contine doud elemente de acelasi ordin care nu comuta.

Am notat cu e elementul neutru din G si cu Z (G) centrul grupului G, adica multimea
Z(G):{yeG/ Xy =yx, VxeG}.
Marian Andronache
Solutie: a) G nu contine elemente de ordin pg (in caz contrar ar fi grup ciclic, deci comutativ!)
Daca dae”Z (G), a # e, atunci ord(a) = p sau ord(a) = ¢g. Sa presupunem, de exemplu, ord(a) =p.
Conform teoremei lui Cauchy, 36 € G cu ord(b) = g. Cum ab =ba rezulta ca ord(ab) = pq, absurd!

In concluzie, Z(G) contine doar elementul neutru, adica Z(G) ={e}.

b) Presupunem ca orice doud elemente de acelasi ordin comuta.
Atunci H ), = {x eG/xt = e} si H, = {x eG/x1= e} sunt subgrupuri in G. Cum ord(Hp) divide
ord(G) ,rezultd ca H, are p elemente (adica in G sunt p—1 elemente de ordin p). Analog se arata ca
H, are g elemente.

Cum G=H,UH, si H,NH, ={e} obtinem pg=p+g-1,deunde (p-1)(¢-1)=0,

absurd! In concluzie, grupul G contine doud elemente de acelasi ordin care nu comuta.

Barem.

a) Argumenteaza ca G nu contine elemente de ordin pg Ip
Finalizare 2p

b) In ipoteza ci orice doua elemente de acelasi ordin comuta, H p este subgrup in G 1p
Demonstreaza ca H p arep elemente lp
Finalizare 2p

Nota: Orice alta solutie corectd se va puncta corespunzator.



