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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a XI-a

1. Fie A,B,C trei matrice patratice de ordin n, n =2, cu elemente din mul{imea numerelor

reale, care satisfac egalitatea ABC+ A+ B+ C =AB+ AC+ BC . Aratati ca matricea A este
inversabila dacd si numai dacd matricea BC — B—C este inversabila.
Anca Andrei, Suceava

Solutie.
ABC+A+B+C=AB+AC+BC  (A-1))(B-1,)(C-1,)=-1,= det(A-1,)#0.

Pe de altd parte ABC+A+B+C=AB+AC+BC = (A-1,)(BC—-B—-C)=-A, de unde deducem
cd det(A—1,)-det(BC—B-C)=(-1)"detA.Cum det(A—1,)#0 rezultd ca det A #0 dac si
numai dacd det(BC—B—-C)#0.

Barem.
Obtine (A—1,)(B—1,)(C—1,)=-1, 2p
Deduce det(A—1,)#0 Ip
Obtine (A—1,)(BC—B-C)=-A 2p
Deduce det(A—1,)-det(BC—B—C)=(-1)"detA 1p
Finalizare Ip
5 2 8 4
) . 1o 7 13 8
2. a) Aflati valoarea determinantului .
8 43 5
91 12 48 85
(***)
b) Notdm cu a,b,c lungimile laturilor BC, AC, AB ale triunghiului ABC. Aratati ca valoarea
—a a—2ccosB a
determinantului A = b —b b—2acos C| este zero.
c—2bcos A c —c
Supliment, G.M. 11/2012
Solutie.
5 2 8 4 1 2 8 4 1 0 O 0 3 3 0
10 7 13 8|aG|2 7 13 8|&2G)2 3 -3 0 1+
a) = = =1-(-1)" -0 11 -11=
9 8 43 5 4 8 43 5(a8¢l4 0 11 -11
Gi=4G 0 0 61
91 12 48 85 6 12 48 85 6 0 0 61

=1-3-11-61=2013
b) Inmultind prima linie a lui A cu a, adouacu b sia treia cu ¢ obtinem:

-a’ a® —2accos B a’
abc-A= b? —b* b* —2abcosC|.
¢*—2bccos A c? —c?

Adunand primele doua linii la a treia gasim:



—-a’ a’ —2accos B a

abc-A= b’ -b* b*> —2abcosC
b*+c*—2bccosA—a® a* +c¢*—2accosB—b*> a* +b* —2abcosC —c?

2

Dar b> +c¢* —=2bccosA=a’,a’ +c* —2accos B=b",a’ +b* —2abcos C = ¢’ (din teorema

—-a’ a’-2accosB a’
cosinusului). Rezulti abc-A=| b’ b’ b*> —2abcosC| =0, de unde A =0.
0 0 0
Barem.
Gaseste cd valoarea determinantului este 2013 3p
Scrie teorema cosinusului 1p
-a’ a’ —2accos B a’
Obtine abc-A = b’ -b’ b* —2abcosC 2p
c* —2bccos A c’ -’
Finalizare 1 p

3. Fie f:R—(0,) o functie surjectiva si crescitoare.
a) Aratati ca lim f (x)=co.
X—>o0

by Caleulati tim 2 () )+ B)+ 4 7(n).
n—oo fn (i’l)

Dan Popescu, Suceava
Solutie.
a) Ardtdm cd pentru orice £ >0 existd &, >0 astfel incat f(x)>é&,Vxe (J,,o0). Fie £>0

arbitrar. Din ipoteza de surjectivitate existd x, astfel incat f (x,)=¢€+1> €. Notdm cu
d, =max(l,x,)21>0 sifie xe(J,,o0) oarecare. Atunci x> x, si cum feste crescitoare

deducem ci f(x)= f(x,)>¢. In concluzie, lim f (x)=co.

FO+r22)+70@)+...+f"(n) "(n)

~

b) Notamcu x, = - . Observamca x, 2———="=1si
" (n) f"(n)
e <L EF ) ()bt 7 (n) _ S ()-(4f (1) f7 () 4ot £ ()
o f"(n) f"(n)
- fJ(:Sizl : ff('z;l - 11 f1- f”l(n) - Tinand cont ¢ lim £ () = lim f (x) =eo (cf. a))
f(n)
deducem ca lim ! | 1= ! =1. Rezulta din lema clestelui ca limx, =1.
n—)oel_ 1 f" (n) n—eo
f(n)

Barem.
Aratd ca lim f (x)=o0 3p

X—>o0

FO+r22)+03)+...+f"(n)
f"(n)

Obtine x, 21, unde x, =




Obtine x, < L 1- nl
f

_ 1! (n) Zp
f(n)

Finalizare 1p

4. Fie M o multime infinitd de numere reale cu proprietatea cd pentru orice submultime finita
S <M este indeplinitd conditia ) |x| > (card S )*, unde |x| reprezinta modulul numarului

xe§
real x,iar cardS reprezintd numdrul de elemente ale multimii S .
a) Aratati ca existd un sir (a,) _ cuelemente din M astfel incat lim|a,|=eco.
n= n—oo
b) Aratati ca multimea M este numadrabila.
Marius Marchitan, Suceava

Solutie.

a) Presupunem ci existd ke N astfel ca M N ((—o0,—k|U[k,)) =@ . Deducem ca M < (—k,k).
Cum M este infinitd, putem alege o submultime cu k elemente S ={x,,x,,...,x,} alui M .
Atunci ) |x| =|x|+|x,|+...+|x | <k -k =(card S)*, ceea ce contrazice ipoteza. Rezulta ci

xe§
presupunerea este falsa, deci M N ((—oo,—n] ] [n,oo)) #J,Vne N'. Putem alege pentru fiecare
n>1 unelement a, &€ M M ((—,—n|U[n,)). Observam ci |a,|>n,Vn 21, deci lim|a,| = oo
n—oco

b) Fie M, =M ﬁ(—n,n),n >1. Presupunem ca exista k€ N astfel incit card M, >k . Putem alege

o submultime $ ={x,x,,....x,}© M, cM . Atunci Y |x|=|x |+|x,|+...+|x|<k-k = (card S)’,
xeS
ceea ce contrazice ipoteza. Rezulta ca presupunerea este falsd, deci card M, <n,Vn 21. Prin
urmare, am gasit, pentru fiecare n >1, submultimile M, € M , finite. Evident UM ,CM.De
n1

asemenea, pentru orice xe M , exista ne N astfel incat |x| <n (spre exemplu n = [I X I]+1),
adicd xe M. Deducem casi M UM” ,deunde M = UM,l .Cum M este o reuniune

n>1 n=1
numarabild de multimi finite, rezultd cd M este numadrabila.

Barem.

Aratd cd M N((—o0,—n]U[n,)) =D, Vne N° 2p

Aratd existenta unui sir (a,) <M cu lim|a,|=oo 1p

n= n—sco

Aratd cd card M, <n,Vn2>1,unde M, =M N(-n,n),n>1 2p

Arataca M =( |M

- L

Finalizare 1p

Nota:

Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.




