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Subiectul 1.(7p)

a) Fie sirul(x,,),s, definit astfel: x; = % SLXppq = Z—:; (xn + %),Vn > 1.

Sa se calculeze X501 - (4p)

< . [3x-1] , [3x+1
b) Sa se rezolve ecuatia [xT] + [ x4

] = 2018 (3p)

Subiectul 2.(7p)

Fie ABC un triunghi cu lungimile laturilor AB = a, BC = a, AC = b. Pentru orice punct D
din planul triunghiului ABC cu proprietatea c¢ci BD = a BA+ cBC . Aratati ca
semidreapta (BD este bisectoarea unghiului ABC din triunghiul ABC.

Subiectul 3.(7p)

. . . .o . o 1 . .. . ~ .
Fie (a,)n>1 O progresie aritmetica cu ratia egala cu - lar termenil a, s1 a,, sunt numere intregi
nenule. Stiind ca suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice este 2018 , se cere :

a) Sa se determine n. (3p)
b) Sa se determine numarul termenilor din suma care sunt numere intregi. (4p)

Subiectul 4.(7p)
a) Se considerda, b>0,n e N astfel incat a” + b" =2. Demonstrati ca ab <1 (3p)

x ~__ (4p)

b) Daca =t € R*, exprimati in functie de t expresia
x%+x+1 ’ ’ x6+x3+1

Nota : Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare subiect este notat de la 0 la 7p.
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e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

Subiectul 1.(7p)

a)

1 2(1 1 2 4 2 32,1 3 5 3
Xl—g,xz—z(g+5)—z'g—g,X3—E(g+;)—g'g—g ................................... lp
Demonstram prin inductie ca x,, = g
P(n) Xp = E
| .Etapa de verificare P(1): x; = %Adevérat .......................................................... Ip

II .Etapa demonstratiei
Presupunem ca P(k) adevarata si demonstram ca P(k+1) este adevarata, Vn € N*
P(K) : x), = % adevarata

k+1 k k+1 k+3 k

+1 S
P(k+1) : xp4q = k+3( X —) = (— —) s e T Tadevarata ....................... Ip

Din L. si II. Identitatea este adevarata pentru Vn € N*

2018
X2018 — T ............................................................................................. lp
b) [3x4—1] n [3x4+1] — 2018
-1 3x+1 1
=y, x4 S Ip

Ecuatia devine [y] + [y + 3] = 2018 = Folosind identitatea lui Hermite [y] + [y + %] =
2019

[2y] = 2018 = 2y € [2018,2019) = y € [1009,22) ... Ip
Finalizarex € [4037 ,40339) ........................................................................... Ip
Subiectul 2.(7p)
Din teorema bisectoarei avem 22 =22 =S S AE =SEC oo 3p
EC BC a a

AB + BE =—(EB+BC) > (@+)BE=aBA+CBC, ... 2p
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BD = aBA + cBC - (a + ¢)BE = BD, vectorii BE, BD sunt coliniari si cum au comuna
originea rezulta ca (BE si (BD coincid decisemidreapta (BD este bisectoarea unghiului B....2p

Subiectul 3.(7p)

a) FieS,= ay+ @+ +0a,=2018= a; +a, = ==
an=a1+(n—1)-r=>~an—a1=nT_1 .................................................. 2p
Atuncian=w+n—_1;al=%—n—_1

n 14 n 14
Dar a,,a, EZ=n € Dyp1gsin=14k+1,k €Z* =>n=1009. ................ Ip
b) a1 = —70,(11009 == 74‘ ....................................................................... 2p

o . 1 . .. ~ .
Daca ratia este = atunci termenii care sunt numere intregi sunt :

a, =—70,ag =—69,a,5 = —68, ....,a1009 = 74 . Numarul lor este 145.
A7.041 » A7 141 » Q7241 » - +» A7.12441 SUNL NUMeEre intregi .
NUMArUL 1O €St 145, ... e e 2p

Subiectul 4.(7p)
Q) 2=a"+b">2+/a" - b" =>(ab)"<lsideciab<1 ............oceiiiiiiiiiiiinnn. 3p

x+x+1_ 1 1 1
) OO 2p
x t x ot

< o : 1 1 1 1
Notam fractia cautatd cu F si avem i x3 + = +l=(x+ - 32 -3(x + ;) +1

3

Se deduce F =

t
.................................................................. 2
3t3-3t+1 p
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Type equation here.

Subiectul 1.(7p)

Se considerd numarul A = (V2 +1)-(1 - av2).
a) Determinati a € Q pentru care A e Q. (1p)
b) Aratati ca exista a € R\ Q pentru care Ae Q, A#0. (2p)

c) Dacax,y,zeQ*, §+ i = i , aratati ca./x? + y? + z? este numar rational. (4p)
Subiectul 2.(7p)

Se considera multimea A = {X eR| |2X —1| < 5} :

Fie a cel mai mare numar intreg negativ care nu apartine multimii A si

b =\/§L_l—‘1—\/§‘-(1+\/§)2.

a) Ardtati ci b =—/3 —1si comparati numerele asib .

b) Dacaa =-2 si numerelea, x,y, 2asunt in progresie aritmetica, calculati X+ Yy + 3
Subiectul 3.(7p)

Fie (an )

termenii a,,a,, a,, in aceasta ordine, formeaza o progresie geometricd, determinati termenul de
rang 100.

Subiectul 4.(7p)

L.n- O progresie aritmetica cu ratiar # 0; stiind cd suma primilor 10 termeni este 55 si cd

3x—2011

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia: [x + 2018] — [ ] = g + 2018, unde

[a]este partea intreagd a numarului real a.

Nota : Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare subiect este notat de la 0 la 7p.
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e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul

corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in

limitele punctajului indicat in barem.

Subiectul 1.(7p)

a) A=(l-a)V2+1-2aestedin Qdacia=1

b) Consideram A o valoare arbitrara si obtinem a=1— i7s © R\ Q.ovrnns

c) Din ipoteza obtinem yz - Xz

—XY =0 => 1p

X2+ Y+ 7%= X2+ Y2+ 722Xy - 2XZ +2yz = (X — Y -2)?

Asadar \/x%2 +y%2 +z2 €Q.
Subiectul 2.(7p)
a) Determini A=(-2;3)

Stabilestea = —2

Demonstreazi b =-1—+/3

Demonstreazab<a ............

b) Determina ratia r = % ......

Finalizare x 4y X - _26
y

Subiectul 3. (7p)

(a, +a,)10
Sp=—", =

{al +a, =11

(al n 2r)2 _ al(al +8r) ........................................................................................
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[x + 2018] = [x] + 2018 ecuatia devine:[x] — [

Se inmulteste totul cu 2 ,de unde rezulta sistemul{
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2a, +9r =11 20
r(r B al) T N 1p
a =1
PR 1p
100 Z100 e 1p

Subiectul 4.(7p)

3x—1011] X

................................................ 1p
cum [x], [Z= 2 sunt nr. intregi rezultacaX € Z,x = 2k, k €Z. ... 2p
Pentru x = 2k, k € Z ecuatia devine
2k — [T =k o [P =k o k< TS <kt L 2

6k — 1011 > 2k = ke [ﬁ %)
6k —1011 < 2k + 2

deunde x = 2+ 253 = 506. | 2p
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Subiectul 1.(7p)

Demonstrati ca :

) (V)a,b,c e R, avem +/ac ++/bd <. /(a+b)c+d);
b) \/aloga+bx/%+ Jb l0ga+s V2b < Va+b,(V)a,b € (5,).

Subiectul 2.(7p)
Fie functia f :C —C, f(z)=4z-3z.
a) Demonstrati ca functia este bijectiva si determinati inversa sa;
b) Determinati functia f, = f o fo....of.
de nori
Subiectul 3.(7p)
Fie 2 , 25,23 € Castfel incat z, + z3 = 08i|z, + 2, + 2| =]z, + 2| =|z,].

. . Z
Calculati valoarea expresiei ——.
Z,+1,

Subiectul 4.(7p)

7
Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia : 3/ xvx - /x\/ xvx =6 xvx .

Nota : Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare subiect este notat de la 0 la 7p.

ROMA

NIA
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e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

Subiectul 1.(7p)

a) Radicand la patrat obtinem (\/E + \/E)Z < (qli a+b)c+d ))2
ac+2+vachd +bd <ac+bc+ad +bd ; bc—2+vabcd +ad >0;

(Vbe —vad | > 0; adevarat(v)a,b,C,d € R, ........co.coveovvoivieooeseeeees e 2D
b) Aplicand punctul a pentruc = log, , v2a sid = log,,, ~/2b obtinem
\/alogaﬂ, V2a + \/b logg4p V2b < \/(a + b)(logg+p V2a +108g4+p V2D) oo, 2p
log,,, v2a +log,., vV2b = log,,, 2J/ab; m, <m,; ab < a;b
log,,, 2+/ab <log,., Z-a%b =10g,,,(@+0)=1. ..o 2p
\/aloga+bm+\/bloga+b\/%§\/a+b ........................................................ 1p
Subiectul 2.(7p)
a) finjectiva(V)z,,z, € C f(Ze)=f(22)—>21=22c..ocoveieoeeeeee e, 1p

f surjectiva(v)y=m+nieC,(3)z=a+biai.y=f(z) de unde a = m sib=;deci

n. _7m+ni
7 7

I . g e 4y +3y

f bijectiva, deciinversabila f (y)=Tlp

2 2
b) f2:fof(z):4(42—32)—3(47—32):252—242:72+1z—72 1,
3 3
£,(2) = f, o £ (2) = 25(42 —37) — 24(47 —32) =1722 ~1717 = 2+1z— ! ] Yy i2p
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Inductiamatematica f, (z) = ! 2+1z 1 2_12 .................................................. 2p
Subiectul 3.(7p)
. z : i .
a) Fie L =a+bi Din Z,+ 1, + 25| =z, + | obtinem

Z,+12,
Z . 2 2

Z,+12 +1| =z, +z5[;(@+1) +b" =1 2

(2 3{22+23 J |2 3|( ) p

Din |z, + ,| =|z,| obtinema® + b* =1

................................................................... 2p
: . . 17 +b?=1
Prin rezolvarea sistemului (a+ ) +b obtinema = —1, b= iﬁ ............................ 2p
a’+b*=1 2 2
Deci valoarea raportului poate fi — 1 + EI sau — 1 ﬁl ....................................... Ip
Subiectul 4.(7p)
Folosind proprietatile radicalilor obtinem succesiv
VX VXXX = BRIVXEX oo ) 1p
X% VXX = BRX® oo, Ip
X oA X = B X e Ip
NotAME/X =1, €cuatia deViNe 4= 122 6L, .. .veeeeeeeeee e, Ip
t(t3-t-6) =
1170, A8 UNTE X1 = 0.t e e Ip
t3-t-6=0, (t-2)(t>+2t+3)=0
t-2=0, t,=0, Xo=28, x,=256... 1p

t?+2¢+3=0, A=-8<0 nu are solutll reale
Solutiile reale sunt 0 si 256
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Subiectul 1.(7p)
Se considera functia f: R—R, f(x)=%x, n € N". Stiind ca f(64)=4, sa se calculeze:

a) n’+n+1 (3p)
b) p=1(2) (2% ... /(2°), pentru n aflat la punctul anterior. (4p)

Subiectul 2.(7p)

a) Aratati ca %/\/% +7 - %/\/% -7=2; (3p)

b) Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatia x* +3x—14=0. (4p)

Subiectul 3.(7p)

a) Demonstrati ca numarul a =8%* —log, 48+ log, 36 — log, 3este patrat perfect; (3p)
u+t Igu+lgt
=229 (4p)

J7 2

b) Daci u,t €(0,00) si u?+t? = 5ut, atunci Ig

Subiectul 4.(7p)
1+i/3

Fie z = )
2

Do 52 —0ci 73 11-0
a) Demonstratica z°—-z+1=0si z° +1=0; (p)

b) Aritati cd z*°" —z”este numar real;  (2p)

c) Aritatica (1- z)(1+ z° Xl— 7% X1+ 22018)este cub perfect. (3p)

Nota : Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare subiect este notat de la 0 la 7p.
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e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

Subiectul 1.(7p)

a) Din conditia f(64)=4 rezultd V/64=4 obtinem n=3...................ccceeeiiiiiiiiiiinns.. 2p
N2 ] =03 Ip

b) p=1(2) f(22) ... /{29 = N2TF2H 40 2p
S 25 e Ip

M= 3, P =2 Ip

Subiectul 2.(7p)
a) Folosind (a-b)® = a®-b3-3ab(a-b) ,

(%@H—%@—?T :\/%+7—\/%+7—33\/(\/%+7)(\/%—7)[%/\/%+7—%/\/%—7)

2 LA 30 = 8 o, 3p
D) X343X-14 = (X-2)(X2H2XF7)  oov e oot e e e et e e et e e e e 2D
X1Z2, Xp3 = =LHIV6 oo 2p

Subiectul 3.(7p)
) 8%:3 =233 _ k0227 _ 27 ]0g, 48 —log, 36 + log, 3 = log, ;1—2-3 =log,4=2......2p

a=27-2=25=52deCi patrat Perfect ...............ceueiiueiiiiieiieeeiieee e 1P
u+t
b) u?+t? +2ut = 5ut + 2ut; (u +t —7ut( ] = UL o 2p
bty J7
u+t u+t Igu+Igt
I =lgut; Ig S 2p
g(ﬁj 72

Subiectul 4.(7p)
a) Calcul direCt z2-z+1= 0 ST Z24H1= 0. ooe e e e e et e e et e e et e 2P

b) 2" = Z%ml =) 222, 2 —22 =277 =1€R i, 2p
¢) 20 = 2%; (1-z)1+ 2% J1— 22 J1+ 2% =
- Z)(1+Z Xl Z)(1+Z ) [1 Z(1+Z ) —(1 7+2° -1 ) = 1care este cub perfect ...... 3p
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Subiectul 1.(7p)

Se considerd matricele A,Be M n (R) cu proprietatea ca B-A=I n . Ce conditie trebuie

sa indeplineasca matricea A astfel incat, oricare ar fi k e N” , sd aiba loc egalitatea

B+B2+..+B =kl +@-A ?

Subiectul 2.(7p)

2 ]
. . COS“ X Sin” X
Fie matriceaA=| , |XeR
sin“x cos” X

1+cos"2x 1—cos"2x

a) Aratati ca AN 2 2 , pentru n natural nenul. (3p)
1-cos"2x 1+cos"2x
2 2

i det A¥

b) Sase calculezellm . (4p)
det(z Akj
Subiectul 3.(7p)
Fie (an )neN un sir astfel incdt ay >0sia,, =4, +—1 ,VneN.

a’+a, +1

a) Sa se arate ca (an )neN este strict crescator si nemarginit. (3p)

b) Sa se calculeze IIm (4p)

e
Subiectul 4.(7p)

H 3 . .
Se considera functia f : R — R cu proprietatea ca ‘ f (x) —xsin X‘ < ‘X ‘ , oricare ar fi

f (X)

x—0 X

xeR . Calculati

Nota : Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare subiect este notat de la 0 la 7p.
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Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul

corespunzator.
Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in

limitele punctajului indicat in barem.

Subiectul 1.(7p)

Pentru K=1=B =1 4 Ao 1p
Pentru K=2=B+B* =21 +3A e 1p
B+B?=2l +3A+A’, deci A’=0, = A"=0_,Vm>2,meN ... 2p
=B"=(l,+A)" =1_+MA deunderezulti relatia. ...ccccoerrrrrrrerirrirrireiennnn, 2p
TN CONCIUZIE A% =0, oo 1p

Subiectul 2.(7p)
a) Pentru n = 1 egalitatea este se verifica ............ccooeiiiiiiiii i 1p
Folosind relatiile cos?x= % si sintx= 12 C0S2X 1p
2p

Verificare prin iNAUCLIE ... ..ot e e e

b) Avem det A* = (det A)‘ = cos* 2x. Deci Y  det A = c0s 2X+C0S> 2X +...+C0s" 2X = S,

k=1
n+S, n-S,
Rezultd <~ 5k 2 2 | Ip
A =
; n—-S, n+S,
2 2
i n n+s. ) (n-S. )
Se obtine: det[ZAij 4”) —( 4") SNS, 1p
k=1
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> det A s 1
Deci —= o o S 0 Ip

det(z A") n-S, n
k=1

Subiectul 3.(7p)

1
aZ+an+1
n n

a) an> Oprininductie, ay4q — Ay = > Ooricarear fi n natural, deci(a, ) _, este strict
crescator.

Daca (an )neN ar fi marginit, arrezulta convergent, adica lim a, = a (finit) si, trecand la
n—oo
1 1

a’+a+la’+a+l
strict crescatorsinemarginit=> lima, =oo. L 3p

nN—oo

limitainrelatia de recurentfa=> a =a+

= 0; afinit (Fals), deci(a, ). _, este

3 3 3 3 3 2
. a . a . a.,—a . 1 : 3a
b) [lim—2 | =lim—"=lim—"~—"=lim a,+———— | —a) =lim| ——+
a,+a,+1

n—>oo,3\/ﬁ n—w [ n—»o N+1—n n—o n—o0 an +an +1
3a . . . a
+ T+ ! = |=3.Cum lima, = se obtineca lim . " =33 i, 4p
(aﬁ +a, +1) (aﬁ +a, +1) o " yn
Subiectul 4.(7p)
—|X¥[ < f(x) = xsin x<|x°| adunam XsinX si impartim cu X, X#0_ 3p

= SINX_y TOO sinx
X X X
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Subiectul 1.(7p)

1 2 3
Se considera matricea A = (0 1 2) € M3(R).
0 0 1
a) Calculati A*; (4p)
b) Determinati x,y,z € R daca se verifica egalitatea

0 0 4
xA2 +yA+zI;=[0 0 0] (3p)
0 00

Subiectul 2.(7p)

Tntr-un reper cartezian se considera punctele A, (k — 1,4k — 1),k € Z.
a) Scrieti ecuatia dreptei AgA;;
b) Determinati k € Z astfel incat aria triunghiului 0A, A, sa fie egala cu 21.

Subiectul 3.(7p)
Vx2+4-2

X <0 ,me€ R

Se considera functia f: R - R, f(x) = {
sinx +m?>—m,x >0

a) Aflati valorile parametrului real m astfel incat sa existe lirr(l) f(x);
X—
b) Determinati ecuati aasimptotei orizontale la graficul functiei spre —oo.

Subiectul 4.(7p)

) . _fax+b,x <0
Fie functia f: R - R, f(x) = {x +3% x>0
a) Aflati parametrii a, b astfel incat functia f sa fie continua in x, = 0 si exista

lim f(x)—f(O);
x—0 X
b) Pentrua = 0, b = 1 determinati imaginea functiei.

abe R.

Nota : Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.
Fiecare subiect este notat de la 0 la 7p Timp de lucru 3 ore.
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e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

Subiectul 1.(7p)

0 2 3
a) ScriemA=I+(0 0 2|

0 0 O
0 2 3 0 0 4
NotamcuB=(0 0 2] AtunciB?= (0 0 0 ;B3 =05 ccircrrrrerrernn. 2p
0 0 O 0 0 O
1 8 36
Folosind binomullui Newton A* = (I; + B)*=13+4B+6B?>=(0 1 8 | ............. 2p
0 0 1
1 4 10
DY A% = [0 1 4 | oo 1Ip
0 0 1
x+y+z=0
Din egalitateamatriceala se obtinesistemul{ Ax+2y =0 1p
10x + 3y =4
Deunderezulta X = 1; Y = -2, Z= 1 oottt Ip
Subiectul 2.(7p)
x y 1
a) ApA:|-1 -1 1[=0=—x-3-3x4+y=0=—-4x+y—3=0.............. 3p
0 3 1
0 0 1
b)AAOAzAkZ = = 1 7 1 = 2p
k2—1 4k?-1 1

= 3k%2—6| =42 = k? =16 = k € {454} oo 2p
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Subiectul 3.(7p)

QI limf(x) @ IUHMfF(x) = M LX) i Ip

x—0 x-0 x—0

x<0 x>0

lim f(x) = lim X2 im— X Ip
lim lim — sy = 0 o
x<0 x<0 x<0
lim f(x) = lim(sinx + M2 =)= M2 =M oo, 1Ip
x>0 x>0
Decim? —m =0 = M E{0; 1) oo Ip

VxZ+a-2 ) x(\} 1+;_2_§) —1

b) xlirpoo = xlilzloo =1 2p
= y = lecuatia asimptotei orizontale la graficul functiei f, spre —co .............ciiiiinin.n Ip
Subiectul 4.(7p)
AL0)=b; 1;(0)=1f0)=1=b =1 Ip
f)—£(0) . f(x0)-f(0)
——— = lim————=
. f)-f(0) . x x>0 x
3 }Clir(l) — }Clz)r(l) S0 e Ip
x<0
S M Z T o M 4 @ = 1413 oo 1p
x—0 X x—0 X
x<0 x>0
b) £((=90,0)) = {1}, 7(0) = 1; M F() = 400 eeieiiiiiieeeiiiie e 2p
X—0
Pe intervalul [0, +), f este strict crescatoare ca suma de functii crescatoare ................. Ip

Deci f([0,40)) = [1,40), deci Imf = [1,40) i, Ip



