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Solutii si bareme de corectare orientative
Clasa a XII-a

Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1. a) Functia (x,y) — x * y defineste o lege de compozitie pe M daca
VMx,yEM =x*y € M.

Fie x,y € (—,1), conditia x * y € (—o0, 1) se scrie 220022:—_;96_3; < 1. Deoarece
x+y<2<2025 Mx,y € (—o,1) = 2025—-x—y >0, 2p)
2024 7YY 1 2024 <2025 =
2025 —x — y Xy XY

b) Legea de compozitie “*” este comutativa, dacd: (V) x,y EM = x*xy =y * x.

2024-xy 2024-yx
= 2025-x—y  2025-y—x Y% (V) x,y € (=, 1). (p)
Legea de compozitie “*” este asociativa, daca:
M x,y,zEM = (x*xy)xz=xx*(y*2z).
2024:2025-2024-(x+y+z)+xyz

(x * y) ¥Z=xx (y * Z) = 20252-2024-2025'(x+y+z)+xy+yz+zx’ (p)

Legea de compozitie “*” are element neutru, daca:

(3) e € M astfel incate xx = x xe = x, (V) x € M.

Legea de compozitie “*” este comutativa, deci este suficient sa stabilim daca

(3) e € M astfel incat x * e = x, (V) x € M. Presupunem ci existd e € (—oo, 1) astfel incat

x*ezx,(v)xe(—00,1).Dinx*e=x:>%:x<:}x2—2025-x+2024=0,

dar x? —2025-x + 2024 # 0,(V) x € (—o0,1) = legea de compozitie “*” nu are
element neutru. 2p)

X *

2. Presupunemci [ f(x)dx = F(x) +C < (J f(x)dx)' = (F(x) + €)' &

sin7x

— I sin7x _ . l 1. !
Sfk)=Fx)+0) — —(x+51n2x+251n4x+3sm6x+€) =

sin 7x

=14 2cos2x+ 2cos4x + 2cosbx & Q3p)

sinx

& sin7x =sinx + 2-sinx - cos2x + 2-sinx - cos4x + 2 -sinx - cos 6x &

< sin 7x = sinx + (sin 3x — sin x) + (sin 5x — sin 3x) + (sin 7x — sin 5x) &
< sin7x = sin 7x.

In concluzie [ f(x)dx = F(x) + C. 4p)
3.a)ord(a) =n=a" =e. (1p)
h@) =f(@)-f(@): .. - f@ ) f@)=f@: f@)-..f@1-fle.

h(e) = f(e) f(a) - f(a?) - .. f(a¥ 1) = h(e) = h(a), dar a # e = nu este injectivi.
2p
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b)fZ->Z,f(x+y)=f()+ f(y), (V) x,y €L, f bijectiva.
Pentru x = y = 0 se obtine f(0) = 0. Pentru y = —x se obtine

f(=x)=—-f(x),(V)x €Z.(1) (p)
Prin inductie se aratd ca f(n) = nf(1), (V) n € Nsi cu (1) se deduce

f) =nf(1),(¥V)n €L 2p)
Din f bijectivi = (3) a € Z astfelincat 1 = f(a) = af(1) = f()) e{x1} = f(n) =n
si f(n) = —n. Ambele functii satisfac ipotezele problemei. (1p)

4. a) Derivand relatia din enunt se obtine:

fG)=2-f(x)-f'(x)+2025 - f'(x) +L,(V)x ER < (1p)
I _ flx)-1

s f'(x) = 3702055 > 0, (V) x € R, (*) deoarece f(x) > 1, (V) x € R. (1p)

Cum f'(x) > 0,(V) x € R, rezulta ca f este strict crescitoare pe R. (1p)

b) Din relatia (*) deducem ca f' este derivabila pe R. Derivand in aceasta relatie:
iy L)@ £2025) ~ 21 (1)~ 1) _
(2 f(x) +2025)?
_ . £ . <
= 2027 2700420257 > 0,(V) x € R, adica f este convexa. (1 p)
Aratdm cd lim f'(x)=oo.

X—>0

Fie a € R. Din f convexd deducem: f(x) = f(a) + (x —a) - f'(a), (V) x = a (**).
Cum f'(a) > 0 obtinem trecand la limita in relatia (**):

lim £ (x) 2 lim (f (a) +(x—a)- /" (a)) =o». (1p)

Pentru calculul limitei din enunt vom folosi regula lui I'Hospital pentru cazul de

. [ee]
nedeterminare =

tim 7 VS0 FO) i () = tim () tim (o) = 2-lim 77 (x) =
X—>00 x X—>00 x X—>0 X—>0 X—>00 X—>00
1
- 1- 2p)
IO/ N (6 N
=2 f(x) 42025 om s s0as L 2

/(%)
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