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Soluții și bareme de corectare orientative 

Clasa a XII-a 
 

          Orice altă rezolvare se asimilează conform baremului. 

1. a) Funcția (𝑥, 𝑦) → 𝑥 ∗ 𝑦 definește o lege de compoziție pe 𝑀 dacă 
 (∀) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 ⟹ 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝑀. 
       Fie 𝑥, 𝑦 ∈ (−∞, 1), condiția 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ (−∞, 1) se scrie 

ଶ଴ଶସି௫௬

ଶ଴ଶହି௫ି௬
< 1. Deoarece 

 𝑥 + 𝑦 < 2 < 2025, (∀)𝑥, 𝑦 ∈ (−∞, 1) ⟹ 2025 − 𝑥 − 𝑦 > 0,                                         (2p) 
2024 − 𝑥𝑦

2025 − 𝑥 − 𝑦
< 1 ⟺ 2024 − 𝑥𝑦 < 2025 − 𝑥 − 𝑦 ⟺ 

⟺ 1 − 𝑥 − 𝑦 + 𝑥𝑦 = (𝑥 − 1)(𝑦 − 1) > 0, (∀) 𝑥, 𝑦 ∈ (−∞, 1).                                     (1p) 
 
       b) Legea de compoziție “*” este comutațivă, dacă: (∀) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 ⟹ 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥. 

𝑥 ∗ 𝑦 =
ଶ଴ଶସି௫௬

ଶ଴ଶହି௫ି௬
=

ଶ଴ଶସି௬௫

ଶ଴ଶହି௬ି௫
= 𝑦 ∗ 𝑥, (∀) 𝑥, 𝑦 ∈ (−∞, 1).                                             (1p) 

          Legea de compoziție “*” este asociativă, dacă: 
(∀) 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀 ⟹ (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧). 

(𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) =
ଶ଴ଶସ∙ଶ଴ଶହିଶ଴ଶସ∙(௫ା௬ା௭)ା௫௬௭

ଶ଴ଶହమିଶ଴ଶସିଶ଴ଶହ∙(௫ା௬ା௭)ା௫௬ା௬௭ା௭௫
.                                          (1p)                                        

         Legea de compoziție “*” are element neutru, dacă: 
(∃) 𝑒 ∈ 𝑀 astfel încât 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥, (∀) 𝑥 ∈ 𝑀. 

         Legea de compoziție “*” este comutațivă, deci este suficient să stabilim dacă  
(∃) 𝑒 ∈ 𝑀 astfel încât 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥, (∀) 𝑥 ∈ 𝑀. Presupunem că există 𝑒 ∈ (−∞, 1) astfel încât  

𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥, (∀) 𝑥 ∈ (−∞, 1). Din 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥 ⟹
ଶ଴ଶସି௫௘

ଶ଴ଶହି௫ି௘
= 𝑥 ⟺ 𝑥ଶ − 2025 ∙ 𝑥 + 2024 = 0,  

 dar  𝑥ଶ − 2025 ∙ 𝑥 + 2024 ≠ 0, (∀) 𝑥 ∈ (−∞, 1) ⟹  legea de compoziție “*” nu are 
element neutru.                                                                                                                     (2p)                                                                                          
 

2. Presupunem că ∫ 𝑓(𝑥)d𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝒞 ⟺ (∫ 𝑓(𝑥)d𝑥)ᇱ = (𝐹(𝑥) + 𝒞)ᇱ ⟺ 

 ⟺ 𝑓(𝑥) = (𝐹(𝑥) + 𝒞)ᇱ  ⟺
ୱ୧୬ ଻௫

ୱ୧୬ ௫
= ቀ𝑥 + sin 2𝑥 +

ଵ

ଶ
sin 4𝑥 +

ଵ

ଷ
sin 6𝑥 + 𝒞ቁ

ᇱ

⟺ 

⟺
ୱ୧୬ ଻௫

ୱ୧୬ ௫
= 1 + 2 cos 2𝑥 + 2 cos 4𝑥 + 2 cos 6𝑥 ⟺                                                      (3p) 

⟺ sin 7𝑥 = sin 𝑥 + 2 ∙ sin 𝑥 ∙ cos 2𝑥 + 2 ∙ sin 𝑥 ∙ cos 4𝑥 + 2 ∙ sin 𝑥 ∙ cos 6𝑥  ⟺ 

⟺ sin 7𝑥 = sin 𝑥 + (sin 3𝑥 − sin 𝑥) + (sin 5𝑥 − sin 3𝑥) + (sin 7𝑥 − sin 5𝑥) ⟺ 

⟺ sin 7𝑥 = sin 7𝑥. 

          În concluzie ∫ 𝑓(𝑥)d𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝒞.                                                                       (4p) 

3. a) 𝑜𝑟𝑑(𝑎) = 𝑛 ⟹ 𝑎௡ = 𝑒.                                                                                              (1p) 

ℎ(𝑎) = 𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝑎ଶ) ∙ … ∙ 𝑓(𝑎௡ିଵ) ∙ 𝑓(𝑎௡) = 𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝑎ଶ) ∙ … ∙ 𝑓(𝑎௡ିଵ) ∙ 𝑓(𝑒) . 

ℎ(𝑒) = 𝑓(𝑒) ∙ 𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝑎ଶ) ∙ … ∙ 𝑓(𝑎௡ିଵ) ⟹ ℎ(𝑒) = ℎ(𝑎), dar 𝑎 ≠ 𝑒 ⟹ nu este injectivă. 

                                                                                                                                         (2 p) 
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     b) 𝑓: ℤ → ℤ, 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦), (∀) 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, 𝑓 bijectivă.                                     
 Pentru 𝑥 = 𝑦 = 0 se obține 𝑓(0) = 0. Pentru 𝑦 = −𝑥 se obține 
 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥), (∀) 𝑥 ∈ ℤ. (1)                                                                                           (1p) 
Prin inducție se arată că 𝑓(𝑛) = 𝑛𝑓(1), (∀) 𝑛 ∈ ℕ și cu (1) se deduce 
 𝑓(𝑛) = 𝑛𝑓(1), (∀) 𝑛 ∈ ℤ.                                                                                                    (2p) 
Din 𝑓 bijectivă ⟹  (∃) 𝑎 ∈ ℤ astfel încât 1 = 𝑓(𝑎) = 𝑎𝑓(1) ⟹ 𝑓(1) ∈ {±1} ⟹ 𝑓(𝑛) = 𝑛 
și 𝑓(𝑛) = −𝑛. Ambele funcții satisfac ipotezele problemei.                                                (1p) 
 

4.  a) Derivănd relația din enunț se obține: 
𝑓(𝑥) = 2 ∙ 𝑓(𝑥) ∙ 𝑓ᇱ(𝑥) + 2025 ∙ 𝑓ᇱ(𝑥) + 1, (∀) 𝑥 ∈ ℝ ⟺                                                (1 p)  

⟺ 𝑓ᇱ(𝑥) =
௙(௫)ିଵ

ଶ∙௙(௫)ାଶ଴ଶହ
> 0, (∀) 𝑥 ∈ ℝ, (*) deoarece 𝑓(𝑥) > 1, (∀) 𝑥 ∈ ℝ.                      (1 p) 

 Cum 𝑓ᇱ(𝑥) > 0, (∀) 𝑥 ∈ ℝ, rezultă că 𝑓 este strict crescătoare pe ℝ.                                    (1 p) 
 
     b) Din relația (*) deducem că 𝑓ᇱ este derivabilă pe ℝ. Derivând în această relație: 

𝑓ᇱᇱ(𝑥) =
𝑓ᇱ(𝑥) ∙ (2 ∙ 𝑓(𝑥) + 2025) − 2 ∙ 𝑓ᇱ(𝑥) ∙ (𝑓(𝑥) − 1)

(2 ∙ 𝑓(𝑥) + 2025)ଶ
= 

= 2027 ∙
௙ᇲ(௫)

(ଶ∙௙(௫)ାଶ଴ଶହ)మ > 0, (∀) 𝑥 ∈ ℝ, adică 𝑓 este convexă.                                            (1 p) 

          Arătăm că  lim
x

f x


  . 

         Fie 𝑎 ∈ ℝ. Din 𝑓 convexă deducem:  𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑎) + (𝑥 − 𝑎) ∙ 𝑓ᇱ(𝑎), (∀) 𝑥 ≥ 𝑎 (**). 
Cum 𝑓ᇱ(𝑎) > 0 obținem trecând la limită în relația (**): 

        lim lim
x x

f x f a x a f a
 

      .                                                            (1 p) 

          Pentru calculul limitei din enunț vom folosi regula lui l′Hospital pentru cazul de 

nedeterminare ቂ
ஶ

ஶ
ቃ:  

 

   

             

 
 

 

 

lim lim lim lim lim 2 lim

1
1

1 1
2 lim 2 lim 2 1.

12 2025 22 2025

x x x x x x

x x

f x x f x f x
f x f x f x f x

x x

f x f x

f x
f x

     

 
  

 

 
         




    
   

 (2 p) 
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