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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

1. Demonstrati ca 3/7 —aV2 + 3/7 +av2 =2 daca si numai daca a e {—5, 5} .

Solutie:

2

3’:

Ridicam la puterea a treia egalitatea 3/ 7-ay2 + 3/ 7T+ay2 =2 si obtinem

14+ 3349242 (%/7—a\/§+§/7+a\/§):8<:>14+6\3/49—2a2 —8.

Avem 63/49-2a* =6, de unde a e{-5,5}.

2

”<:

Dacd ae{-5,5} notim x= 3/ 7-av2 +§/ 7+a+/2 . Ridicdm la puterea a treia egalitatea i

obinem x° =14-3x < X° +3x-14=0 < (x—2)(X* +2x+7)=0.

Cum ecuatia X* +2x+7 =0 nu are solutii reale, obtinem x = 2, deci 3/7 —aV2 + 3/7 +av2 =2.

Detalii de rezolvare aBséz)rceigl
Ridica corect la puterea a treia egalitatea din enunt si obtine 14+ 63/49—2a° =8 1p
Rezolvd ecuatia si obtine a e {-5,5} 2p
Dacd a e {-5,5} noteazd x=37-aV2 +3[7+a2 1p
Ridici la puterea a treia si obtine ecuatia X* +3x—-14=0 1p
Rezolva ecuatia si aratd ca X = 2 este solutie unica 2p
1
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2. Sa se demonstreze inegalitatile:

a) IogX(XZTX);]Hogy( 2xy ]22, x,ye(0,1).

log, z
b) Iogx y+ gy + Iogz X 2 9
X+y y+z  z+X  2(X+y+2z)

, unde x,y,z€(0,1) sau x,y,ze(Lx).

Solutie:
Folosind inegalitatea mediilor avem 2%y S\/W. Cum x,ye(0,1) avem c
X+Yy
Iogx(xzi(yyjzlogx(\/g) si Iogy(xzi(yyjzlogy(\/g). Adunand cele doud relatii
obtinem
2Xy 2Xy 1
Iogx(m}tlogy[xﬂljzIogx(\/ﬁ)ﬂogy(\/@)_E(ZHogxy+|ogyx).

Cum x,y €(0,1), log, y >0 si log, x> 0. Aplicand inegalitatea mediilor pentru log, y si

log, x avem log, y+log, x> 2 /log, y-log, x=2.

Deci log, (XZTnyj+ log, ( xzjr(yyj > %(2+ 2) =2, pentru orice x,y e(0,1).

Daci X,Y,2€(0,1) sau x,y,ze(1,) atunci log, y >0, log, z >0 si log, x> 0. Aplicim

log, y log,z . log, x

inegalitatea mediilor pentru , S si obtinem
X+y y+2z Z+X
Iogx y + Iogy z + Iogz X Zsi/logx y . Iogy z . Iogz X .
X+y Yy+zZ @ Z+X X+y y+z zZ+X
I log,z |
Dar log, y-log, z-log, x=1, deci ngy+ 9y + OgZX23 !

X+y y+z Z+X 3/(x+y)-(y+z)-(z+x).

Aplicand inegalitatea mediilor pentru x +y,y + z si z + X, avem

%/(X+ y)-(y+2)-(z+x) Sz(x+y+z),de unde obtinem

Iogxy+|0§]yl+logzxZ 9
X+y y+z z+Xx  2(X+y+z)
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Detalii de rezolvare Bare;m
asociat
a) Aplicd inegaliatea mediilor 2Xy < Jxy Ip
X+Yy
1
Arata ca Iogx(ﬂjﬂogy( 2%y j21(2+logx y+log, x) P
X+Yy X+y) 2
Aplica inegalitatea mediilor pentru log, y si log, X si finalizeaza 1p
log, z log, z
b) Aratica 29:Y 190 +'°gzxz3§/'°gxy- 9,2 log, X 1p
X+y y+zZ Z+X X+y y+z Z+X
log, z
Arati ci log, Y, 9y + log, x >3 ! 1
X+y V+12 Z+X %/(X+y).(y+z).(z+x) p
2(X+y+z
Aratd cd 3/(x+y)-(y+z)-(z+x)s% 1p
Finalizeaza 1p

Clasa a X-a




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD

MINISTERUL EDUCATIEI

Strada Corneliu Coposu nr.26, Telefon: 0257 /28 00 08, Fax 0257 / 21 47 46,
web : www.isjarad.ro e-mail: inf_arad@isjarad.ro

. . Z z Z .. C
3. Fie zy,2,,23 € Ccu |z|=|z,|=|z;| =1 si = +-2+=2=1. Determinati valoarea maxima a
z YA z
2 3 1

- z, 2z, 3z
expresiei E =|1+"24+23,
Z2 Z3 Z1

Solutie:
< 1. — oA .
Cum z;,2,,23 €C cu |z|=|z,|=|z|=1 avem ca z,==,i=13, Conjugind relatia
Z.
1
2 1, 1 .7, 1, 1, 7, 7, 1 .
L +-24+3=1o0obtinem =% +=2+==1,deunde 2+—2+-L=1.Prinurmare
Z2 ZS Zl Z2 23 Z1 Zl ZZ 23

2, 1, 7, 1, 1, 1
Ay 2y B2 S A et 20+, =202, + 22, + 27,
22 23 Zl Zl 22 Z3

© L1+ 141, + 202, - 231,152, - /1, = 0= 2 (2, 2,) -, (25 — 2 ) + 2,2, (2, - 2,) = 0

< (2,-2,)(2,-2,)(z,-2,)=0

§ 7, 1, 1 : . :

|. Daci z,—2,=0= 2, =2,,atunci —++-2+-2=1devine z° +2z, =0, deci z, =iz, sau
z, 1, 1
2 3 1

Daca z, =iz, atunci E =

%+2+3i‘:\/§.
i

: . 1 ,
Daca z, = —iz, atunci E :‘—7+2—3l‘ -8.
[

5 7, 1, 1 . : :

Il. Daci z,—2,=0=> 27 =2,,atunci —++-2+-2=1devine 27 +2; =0, deci z, =iz, sau
z, 1, 1
2 3 1

Z, =—iz,.

Daca z, =iz, atunci E =

1+_g+3i‘=\/§.
i

Daca z, = —iz, atunci E :‘1—21—3i‘ -2
[

g .z, 1, I : . :

lIl. Daca z, -2, =0=> 7, = z,, atunci % +-2+—==1devine 7/ +2, =0, deci z, =iz, sau
Z, 7, 1
2 3 1
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%+2i+3

Dacd z, =iz, atunci E =
[

=10

Daca z, =—iz, atunci E = ‘—_}—Zi +3
i

Prin urmare, valoarea maxima a lui E este 10 .

Detalii de rezolvare Bare_m
asoclat
. . 1. —
Aratdca z, ==,1=13 1p
Z;

Aratd ci 272, + 257, + 202, = 252, + 722, + 7}1, 1p
Aratd ca (2,-2,)(2,-2,)(2,—2;)=0 1p
Studiaza cazul z, -z, =0 sigdseste E = J8 1p
Studiaza cazul z, —z, =0 sigdseste E = J2 1p
Studiaza cazul z, —z, =0 sigaseste E =10 1p
Finalizeaza 1p
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4. Determinati functiile f: R — R cu proprietatea ca
f (x+ f((1+ x)y)):(1+ y) f(x)+1

pentru orice x,y € R.

Solufie:
Luim X =0 in relatia din enunt si obtinem f (f (y))=(1+y)f(0)+1 pentru orice y € R.
Daci f (0)=0 atunci relatia de mai sus devine f ( f (y))=1, pentruorice y € R. Atunci pentru
y=0avem 1= f(f(0))=f (0)=0, contradictie. Prin urmare f (0)=0.
Demonstram acum ca functia f este injectiva. Fie y;,y, € R astfel incat f (y,)=f(y,). Cum
F(f(y)=(1+y,)f(0)+1si f(f(y,))=(1+y,)f(0)+1avem ca

(1+y,) f(0)=(1+y,) f(0), deci (y,-y,) f(0)=0.
Cum f(0)#0=y, =y, si prin urmare f este o functie injectiva.
Ludm x=-1 Tn identitatea din enunt si obtinem f(—1+ f (O))=(1+ y) f (-1)+1, pentru
orice y € R, deci f(-1)=0.

Cum f este o injectiva avem f (x)=0, pentru orice x € R\{—1}.

Ludm y=- , x € R\{—1} in identitatea din enunt. Obtinem

1
f(x)

) e e

Cum f este o injectivd avem X+ f (—H—Xj =x=f L— L+x J= 0

f(x) t(x)

Dar f(—1)=0si f este o injectiva, deci _Lex —~1= f(x) =1+ x, pentru orice

f(x)

x € R\{—1}. Cum f(-1)=0 avem f(x)=1+x, pentruorice x € R.

Se verifica prin calcul direct ca functia f gasita satisface identitatea din enunt.
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Detalii de rezolvare Barem
asociat
Pune x =0 1in relatia din enunt si obtine f ( f (y)) =(1+y) f (0)+1 pentru orice 1p
y € R
Demonstreaza cd f (0)=0 1p
Demonstreaza ca functia f este injectiva 1p
Aratica f(-1)=0. 1p
. L —_ 1+x
Consider y=— ! in relatia din enunt si obtine f | — -0 1
f(x) f(x) P
Demonstreaza ca f(x) =1+ X, pentru orice x € R. 1p
Verifica ca functia gasita satisface identitatea din enunt 1p
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