
 
 
SOCIETATEA DE ŞTIINŢE MATEMATICE – filiala SĂLAJ 

 

OLIMPIADA NAŢIONALĂ DE MATEMATICĂ 

etapa locală, 16 februarie 2019 

Clasa a XII-a 

Barem de corectare şi notare 

 

Problema 1 

Pe mulțimea  1,0G  se definește legea de compoziție     ayxyx   unde,   este partea fracționară a 

numărului real a.  

(5p) a) Arătați că   ,G   este grup abelian. 

(2p) b) Să se rezolve ecuația .
4

3
 xxx  

Soluţie: 

a)   ,G  - grup abelian: 

G stabilă în raport cu legea:      1,0,,  yxyxyxGyx
def

 …………………1p      

    GzyxzyxzyxG  ,,,:1  

                  zyxzyxzyxzyx
propr


.

 

                  zyxzyxzyxzyx
propr


.

   

          ""  legea   este asociativă pe mulțimea  G.             ......................................... 1p 

GxxxeexGeG  ,,:2  

         din     GeeGxxex  0,1,0 Z  element neutru ................ 1p 

exxxxGxGxG  :,:3  

                    1,0,1,011,0,1,0,0  xxxxxxGxxx Z  

          oricare element din G este simetrizabil în raport cu legea  “ ”     ……………  1p 

GyxxyyxG  ,,:4  

              xyyx   adev. pt. Gyx  , , deoarece “+” este comutativă pe  1,0R  ………..1p 

                                                                                                                



 
 

b)              Gxxxxxxxxxxxxxxxxx
defasoc

 ,3222
.

 

Atunci ecuația (1)  
3

4
x x x  

 
este echivalentă cu     1,0,

4

3
3  xx            ............................. 1p 

Discuție: 

Dacă      




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

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
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3
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1
,0130 xxxxxx ; 

 Dacă  









3

2
,

3

1
231 xx , atunci      13333  xxxx  și  (1) 




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2
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3
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Dacă  







 1,

3

2
332 xx , atunci      23333  xxxx  și (1) ,1,

3
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3
23 
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

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
 xx                             

Deci, mulțimea soluțiilor ecuației (1) este  


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
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7
,
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S    .................................. 1p 

Problema 2 

Fie    
 

   
ln 1

, 1, / 0
: 1, ,

1             , 0

x
x

f R f x x

x

 
  

    
 

  

(3p) a) Arătați că f are primitive pe  1,   . 

(2p) b) Dacă  : 1,F R    este o primitivă a funcției f, arătați că aceasta este strict crescătoare pe  1,  . 

(2p) c) Calculați 
   

20

0
lim
x

F x F x

x

 
. 

Soluţie:    

a) Continuitatea lui f  în 0: 

   
   

 ( )     
   

   (   )

 
    

   
  (   )

 

        iar f(0)=1 deci f este continuă în 0 ………….2p 

Și cum  f  este continuă pe   (    ) { } rezultă că f  este continuă pe (    ) deci  f  admite primitive pe 

(    )                       …………………………………………………………..1p 

b) Dacă F este o primitivă a lui f  rezultă   ( )   ( )    (    )   …………………………..1p 

Avem  ( )    
   (   )

 
     (   )        dar   (    ) { } 

                    (    ) 

      ( )       (    )
}   ( )       (    )     este strict crescătoare pe (    )…...1p 

c)       
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  ………..1p 
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  ……….1p 

 

Problema 3 

Se consideră    ∫√      și    ∫  √        (   )     . 

(4p) a) Calculați   . 

(3p) b) Arătați că    
  

    
        (   )√   . 

Soluţie: 

a)    ∫√      ∫(   )
 

     ∫  
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√(   )   …….4p 

b)    ∫  √      ∫  [ 
 

 
√(   ) ]

 

    
 

 
  √(   )  

 

 
∫    √(   )     

 
 

 
  (   )√(   )  

 

 
∫    (   )√(   )     ……………………….1p 
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       ………………………………………..1p 
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        (   )√    …….1p 

 

Problema 4 

Să se calculeze    .1

2ln

0

  dxearctg x
      

Soluţie: 

Schimbăm variabila:    dt
t

dxtxte x

1

1
1ln1


  ,  

,12ln,00  txtx atunci avem: 

   


1

0

2ln

0
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1 dt
t

arctgt
dxearctgI x

   ......................................................................... 1p 

apoi, schimbăm variabila astfel:  duutgdu
u

dttgut )1(
cos

1 2

2
 , respectiv, 

4
11,000


 tguttgut , atunci avem:   
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                                                       ..............................................................................1p 



 
 

schimbăm variabila: ,
4

dvduvu 


 respectiv,   
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                                                                     ................................................................2p 

  IItgv  2ln
4

1ln
4
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Deci  .2ln
8

2ln
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
 III           ...............................................................1p 

 

 


