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Barem de corectare si notare

Problema 1

Pe multimea G = [O, 1) se defineste legea de compozitie X*Yy = {X + y}, unde {a} este partea fractionara a
numarului real a.
(5p) a) Ardtati ci (G, *) este grup abelian,

(2p) b) Sa se rezolve ecuatia X * X* X = %

Solutie:

a) (G, *) - grup abelian:
def

G stabila in raport cu legea: V X, y € G, {X+ y} =X+ y—[x+ y]e [0, l) ..................... Ip

G,: (xxy)*z=xx(y*z), VX y,2eG

(x*y)xz={x+y}xz={{x+y}+ z}prip[{x+y+z}
propr.

x#(y*z)=xx{y+z}={x+{y+z}} = x+y+z}
= legea "' este asociativd pe multimea G. ... 1p

G,: JeeG,x*e=exx=X,VxeG
din {x+e}=xe[0,1)) VxcG=ecZ=e=0eG element neutru ............... 1p

G,: VxeG,IxeG:xxx'=x"*x=¢e

x+x}=0,vxeG=[0,1) = x+x' €Z Vxel[0,])=x =1-xe[0,1), V x€[0,1)
oricare element din G este simetrizabil in raport cu legea “*” ............... Ip

G,: Xxy=y=*x, VX, yeG
{X + y} = {y + X} adev. pt. V x, y € G, deoarece “+” este comutativa pe RN [0, 1)
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asoc def
b) x#x#x = (x#x)*x = {x+x}*x={2x}xx = {{2x} + x} = 2x+ x} = 3x}, V x e G
Atunci ecuatia (1) X*X*X= % este echivalentd cu {3x}= %, Xe[0,1) 1p

Discutie:

Daci 0S3X<1<:>XE‘:O,%j:> Bx}=3x=(1) < 3x=§:>x=%e{0,éj;

Dacd 1<3x<2 < xe|X, 2], atunci 3x}=3x—[3x]=3x-1si (1) = Bw—1=3 o x=L¢|1 2
3’3 4 12 |33

Daca 2<3x<3 < XGE,lj,atunci {3x}:3x—[3x]:3x—2§i(1) = 3x—2=% = x:EeF,lJ,

12 |3
Deci, multimea solutiilor ecuatiei (1) este S = {1, 1, E} .................................. 1p
412 12
Problema 2
In(x+1)
Fie f:(-Loo) >R, f(x)= X X &(-1,)/{0}
1 ,X=0

(3p) a) Aratati cd f are primitive pe (—1,2) .

(2p) b) Daca F :(—1, oo) — R este o primitiva a functiei f, aratati ca aceasta este strict crescatoare pe (—1, oo).

F(9-F(0)-x

(2p) ¢) Calculati IirTg

Solutie:

a) Continuitatea lui f Tn O:

1
limf(x) = lim DD _ im In(x + 1)x = lne = 1 iar f(0)=1 deci f este continua in 0 ............. 2p
x—0 x—0 X x—0

Sicum f este continua pe x € (—1,)\{0} rezultd ca f este continua pe (—1, ) deci f admite primitive pe
(2 0,00) Ip

b) Daca F este o primitivd a lui f rezulta F'(x) = f(x),VX € (—1,0) . .ccoviiiiiiiiiiiiiinann, Ip

Avem f(x) = 0= 2 = 0 = In(x + 1) = 0= x = 0 dar x € (=1, 00)\{0}

f nu se anuleazain (—1, o)

avem f(x) > 0,Vx € (1, oo)} = f(x) > 0,Vx € (—1,0) = F este strict crescatoare pe (—1,0)......1p

In(x+1)
. F(x)-F(0)—x . (F(x)=F(0)-x)' ) F'(x)-1 o 1
c) lim,_,, — 0 = lim,_,, - lim,_,, = )11_% T e Ip
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. ln(xTH)—l . In(x+1)-x_,;. (In(x+1)-x)' . %H—l_ . 1-x—1 . -x 1

= lim = lim ———=lim ———5— = lim = = lim =—=

x—0 2x x—0  2x x—0 (2x2)! x—0 4x x—04x(x+1) x—04x(x+1) 4
Problema 3
Se considerd Iy = [ V1 — xdx si I, = [ x*V1 —xdx,x € (0,1),k € N*.
(4p) a) Calculati /.
(3p) b) Aratati ca I = —— I,y — 2x*(1 — X)V1 - x.
Solutie:

1 1 1 3
a) Iy = [VT—xdx = [(1 - x)zdx = — [ tadt = —F—= =32+ C = =2 [T =2 +C.....4p
2 2
2 ! 2 2 _

0) I = [ ¥V =xdx = [ x¥[~2 /T =07] dx = =2 TT= 27 + 2 1 [T =)7dx ==
—%xk(l—x)\/(l—x) +§ka—1 1=V =%) dX = eoreeeeeoiiieeeeie . Ip
= =2 A=V (A =2) 5ot =Sl e Ip

2 2k 2k 2k
:}]k:—gxk(l—x)w/(l—x) +?Ik_1—?1kilkzmlk_l—Zxk(l—x)vl—x ....... lp

Problema 4

In2

Sa se calculeze J. arctg (eX —l)dx.
0

Solutie:
Schimbam variabila: e* -1=t = x= In(t +1) = dx= tildt ,
+

x=0=t=0, x=In2=1t=1 atunci avem:

In2 1

3 . _rarctgt
I = !arctg(e 1)dx—£ i1 A 1p

apoi, schimbam variabila astfel: t=tgu —= dt= du = (1+tg2u)du, respectiv,

cos’ u

i 2
t=0=u=1tg0=0, t=1=u=tgl="", atunci avem: I:J'—u(1thg u)du
4 . l+tgu
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. . Vs .
schimbam variabila: u=——v = du = —dv, respectiv,

T of T
. 0(4—vj[1+tg (4—Vj:|
u:0:>v—z, u == = v =0,atunci avem: |=J' (-1)dv =
z 1+tg(”—vj
4 4
......................................................... 2p
1-tgv )’ 2
”(Z‘V){“[l_t?] } ”(ﬂ“’j'z(lﬁg \2/)
4 + 1gVv 4 4
:J' - dVZI 2(1+th) v =
0 1+ —1gv 0
1+tgv 1+tgv
ne ol SR
_z J-1+tg vdv_jv(1+tg v)d oz I(1+tgv) v |
4 o l+tgv o l+tgv 4 o 1+tgv
................................................................ 2p
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