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Problema 1.
Fie f,g: R — R astfel incat g o f este functie injectiva si f o g este functie
surjectiva. Sa se arate ca f si g sunt functii bijective.

* %k
Problema 2.
Fie a,b,c > 0, numere reale cu abc = 1. Sa se arate ca
A+ +E+3>ab+be+ac+a+b+e.
G. M. C: 2697
Problema 3.
Rezolvati in R ecuatia
<\/5 + 2\/6> + <\/5 -~ 2\/6) = 10.
* kK
Problema 4.
Daca z + % = 2cos(z), x € R, sa se calculeze 2" + 27", Vn € N.
kK

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 1 la 10;
Timp de lucru: 3 ore.
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Solutii

Problema 1.

Fie x1, x9 € R astfel incat f(x;) = f(xg). Deducem ca g(f(z1)) = g(f(x2)),
iar cum g o f este injectiva avem ca x; = x9. Asadar, f este injectiva.

Fie y € R. Din faptul ca f o g este surjectiva obtinem ca exista 2’ € R
astfel incat f(g(z')) = y. Asadar, exista x = g(2’) € R astfel incat f(z) = v,
deci f este surjectiva. In concluzie, f este bijectiva.

Fie y1,y2 € R astfel incat g(y;) = g(y2). Folosind faptul ca f este sur-
jectiva, deducem ca exista x1, x5 € R astfel incat f(x1) = yp si f(x2) = yo.
Astfel, avem ca g(f(x1)) = g(f(z2)), deci 1 = x5 si y1 = y2. Am demonstrat
astfel ca g este injectiva.

Fie z € R fie y = f(z) € R. Cum f o g este surjectiva avem ca exista
z1 € R astfel incat f(g(z1)) =y, deci f(g(x1)) = f(z). Folosind injectivitatea
lui f obtinem ca g(x;) = z, adica g este surjectiva. In concluzie, f este
bijectiva.

Problema 2.

Pentru ca abc = 1, avem ca doua dintre numerele a, b, ¢ sunt la fel agezate

fata de 1, fie acestea a si b. Obtinem astfel ca (a — 1)(b— 1) > 0, adica

ab+1>a+0b.
Inmultind ultima inegalitate cu ¢ deducem ca
1+c¢> ac+ be.
In concluzie, va fi suficient sa aratam ca
A+ +F+3>1+c+ab+a+b+ec

Demonstratie se incheie pentru ca ultima inegalitate se poate rescrie astfel

b+1\7 b—1\> )
- R — > ().
<a 2>+3(2>+(c 1)2>0
Problema 3.

T
Daca vom nota prin t = ( 5+ 2\/6> ecuatia

(Varadd) + (5 26 =



devine

t L 10
+ 7 = 10.
Obtinem radacinile
tio =5+ 2V6,

deci avem radacinile x; o = 2.

Problema 4.
Rezolvand ecuatia z + 1 = 2 cos(z) obtinem c&

212 = cos(z) £ isin(z).
Deducem astfel ca

2"+ 27" = cos(nz) + isin(nx) + cos(nx) — isin(nz) = 2 cos(nx).
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Barem de corectare

Problema 1.
Problema 1.
Oficiu 1p
Demonstrarea fapului ca f este injectiva 2p
Demonstrarea fapului ca f este surjectiva 2p
Demonstrarea fapului ca g este injectiva 2p
Demonstrarea fapului ca g este surjectiva 3p
Total 10p
Problema 2.
Oficiu 1p
Alegerea a doua numere a si b astfel incat (a —1)(b—1)>0___ 2p
Deducerea inegalitatii 1 4+ ¢ > ac + bc 2p

Reducerea inegalitatii la forma a? + b? + A+3>1 + c+ab+a+b+c2p
Scrierea inegalitétii sub forma (a — b;’l) +3 (b%) +(c—=12>0__3p

Total 10p
Problema 3.
Oficiu 1p
Considerarea notatiei t = ( 5+2 ) 2p
Rescrierea ecuatiei sub forma t + - =10 3p
Rezolvarea ecuatiei ¢ + - =10 2p
Deducerea radacinilor ;1:1,2 =12 2p
Total 10p
Problema 4.
Oficiu 1p
Rezolvarea ecuatiei si deducerea solutiilor z; o = cos(z) £ ¢sin(x) 5p
Deducerea faptului ca 2" 4+ 27" = 2 cos(nx) 4p
Total 10p




