OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 8. 02. 2025
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI - a

Problema 1. Se considera matricea A = (a;;) € M, (R), unde

1<i,j<4

7, dacai=j o
a; = , pentrui,j € {1,2,3,4}.
5, dacai #j

Sa se calculeze A™, pentru n € N*.

Barem de corectare. Matricea A se scrie A = 2-1,+5-B, unde B = (a;) 4 cub;; = 1, pentru

1<6,5<
flecare 7, 7 € {1, 2, 3,4} .ot (1p)
Cum B? = 4 - B, inductiv se obtine ci B¥ = 4¥~!. B, pentruorice k € N*.................. (2p)
Asadar,
Am = (2, +5B)" = 2", + kznjl Chkon=k5k. Bk = on[, + (kznjl C,’;zn—’%’%k—l) “B......... (2p)
= 2", + }1 (éﬂ Cron—kpkgk 2"> -B=2"-I;+ 411 (227 —2™) B i (2p)

Problema 2. Fie n > 2 un numar natural si multimea
M ={(A,B)e M, (R)x M, (R)| A# Bsi AB=A+ B}.
a) si se arate cd multimea M are o infinitate de elemente;
b) si se arate cd daca (A, B) € M, atunci AB = BA.
Barem de corectare.

a) De exemplu, (a Iy, % . In) € M, pentru orice a € R~ {0,1,2}............oooia.t. (3p)

b) Daca (A, B) € M, atunci AB = A+ B < (A—1,) (B —I,) = I,,, adicd matricele A — [, si

B — I,, sunt inversa una celeilate, de unde rezulta ca (B — I,,) (A — I,,) = I,. De aici se obtine ca

AB = BA = At B (4p)
Problema 3. Sa se calculeze: 9 ]
noon 14+2)z —(1+22)x
a) lim Sy > k—, unde a,b € (0, +00) ; b) lim (1+a) (1 +22) :
n—oo m! =) bF z—0 T

Barem de corectare. a) Dacd notam limita cu L (a,b), atunci din lema Cesaro-Stolz, avem
2”: k! (n+1)!

- n 1 n+l
L(a,b) = lim =27 = lim —— 01 _ imL(ﬂ)

b
a™ anJrl am™




0, a<bd
de unde L (a,b) = L, @ = b e (1p)

+o0, a>b

b) Daca notam limita cu L, atunci

21In(1+x) In(14-2x) In(1422) 2In(1+z)—In(1+2z) )
. e xT — e xT . n L e T —
L= lli% . = EL% e = - P T TERTEETES (2p)
2In(1+z)—In(1+2z)
_ In(1+2z) ’ e T -1 . 2In(1+2)—In(1+2x) 1
=lime = lim —ra s — - lim R TTRRTTREREE (1p)
In (1 + QL)
21 r+1 ] 1 9
=e 31612% — D E 1| T (1p)
2z+1

x
Problema 4. Se considera sirul (z,), ., definit prin 2y = V2§ znir = V2 ", pentru n € N.

Sa se arate ca sirul (z,,), .y este convergent si sa i se calculeze limita.

Barem de corectare. Se demonstreaza prin inductie ca pentru oricen € N, z, <2 ..... (2p)
ST CH g1 S T v e et ettt et et e e e e e e e e e e e e (2p)
Asadar, sirul este monoton si marginit, deci convergent. Daca notam limita girului cu [ si trecem

l

la limit# in relatia de recurentd, obtinem c& v/2 = 1......ccoiiiiiiiiii (1p)
x

Din z, < 2 rezulti ci | < 2, si cum singurele solutii ale ecuatiei v2 = =z sunt z = 2 gi 2 = 4

(o dreapta intersecteaza graficul unei functii strict convexe in cel mult doud puncte), se obtine ca

limita girului (,,),cn €Ste 1= 2. ..o o (2p)

'Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



