
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 8. 02. 2025

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI � a

Problema 1. Se consider¼a matricea A = (aij)1�i;j�4 2M4 (R) ; unde

aij =

8<: 7; dac¼a i = j

5; dac¼a i 6= j
; pentru i; j 2 f1; 2; 3; 4g :

S¼a se calculeze An; pentru n 2 N�.

Barem de corectare. Matricea A se scrie A = 2�I4+5�B; unde B = (aij)1�i;j�4 cu bij = 1; pentru
�ecare i; j 2 f1; 2; 3; 4g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)
Cum B2 = 4 �B; inductiv se ob̧tine c¼a Bk = 4k�1 �B; pentru orice k 2 N� . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)
Aşadar,

An = (2I4 + 5B)
n = 2nI4 +

nP
k=1

Ckn2
n�k5k �Bk = 2nI4 +

�
nP
k=1

Ckn2
n�k5k4k�1

�
�B . . . . . . . . . (2p)

= 2nI4 +
1

4

�
nP
k=0

Ckn2
n�k5k4k � 2n

�
�B = 2n � I4 +

1

4
(22n � 2n) �B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Problema 2. Fie n � 2 un num¼ar natural şi muļtimea

M = f(A;B) 2Mn (R)�Mn (R) j A 6= B şi AB = A+Bg :

a) s¼a se arate c¼a muļtimea M are o in�nitate de elemente;

b) s¼a se arate c¼a dac¼a (A;B) 2M; atunci AB = BA:

Barem de corectare.

a) De exemplu,
�
a � In;

a

a� 1 � In
�
2M; pentru orice a 2 Rr f0; 1; 2g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

b) Dac¼a (A;B) 2 M; atunci AB = A + B , (A� In) (B � In) = In; adic¼a matricele A � In şi
B � In sunt inversa una celeilate, de unde rezult¼a c¼a (B � In) (A� In) = In: De aici se ob̧tine c¼a
AB = BA = A+B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4p)

Problema 3. S¼a se calculeze:

a) lim
n!1

an

n!
�
nP
k=1

k!

bk
; unde a; b 2 (0;+1) ; b) lim

x!0

(1 + x)

2

x � (1 + 2x)
1

x

x
:

Barem de corectare. a) Dac¼a not¼am limita cu L (a; b) ; atunci din lema Cesaro-Stolz, avem

L (a; b) = lim
n!1

nP
k=1

k!

bk

n!

an

= lim
n!1

(n+ 1)!

bn+1

(n+ 1)!

an+1
� n!

an

= lim
n!1

n+ 1

n+ 1� a

�a
b

�n+1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)



de unde L (a; b) =

8>><>>:
0; a < b

1; a = b

+1; a > b

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

b) Dac¼a not¼am limita cu L; atunci

L = lim
x!0

e
2 ln(1+x)

x � e
ln(1+2x)

x

x
= lim

x!0
e
ln(1+2x)

x � e
2 ln(1+x)�ln(1+2x)

x � 1
x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

= lim
x!0

e
ln(1+2x)

x � lim
x!0

e
2 ln(1+x)�ln(1+2x)

x � 1
2 ln(1+x)�ln(1+2x)

x

� lim
x!0

2 ln (1 + x)� ln (1 + 2x)
x2

. . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

= e2 � lim
x!0

0@ ln
�
1 + x2

2x+1

�
x2

2x+1

� 1

2x+ 1

1A = e2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Problema 4. Se consider¼a şirul (xn)n2N ; de�nit prin x0 =
p
2 şi xn+1 =

p
2
xn
; pentru n 2 N:

S¼a se arate c¼a şirul (xn)n2N este convergent şi s¼a i se calculeze limita.

Barem de corectare. Se demonstreaz¼a prin induçtie c¼a pentru orice n 2 N; xn < 2 . . . . . (2p)

si c¼a xn+1 > xn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2p)

Aşadar, şirul este monoton şi m¼arginit, deci convergent. Dac¼a not¼am limita şirului cu l şi trecem

la limit¼a în rela̧tia de recureņt¼a, obtinem c¼a
p
2
l
= l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Din xn < 2 rezult¼a c¼a l � 2; şi cum singurele solu̧tii ale ecua̧tiei
p
2
x
= x sunt x = 2 şi x = 4

(o dreapt¼a intersecteaz¼a gra�cul unei funçtii strict convexe în cel mult dou¼a puncte), se ob̧tine c¼a

limita şirului (xn)n2N este l = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


