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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 18.02.2018 -

CLASAAV-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1.
a) Aritati cd numarul x= (31+2+3+"'+42 + 2-31+3+5+"'+59) :29 este cub perfect.

b) Ardtati ca numarul x poate sa fie scris ca o suma de patru patrate perfecte distincte nenule.

Solutie:
a) Avem sumele 1+2+3+..+42=42-43:2=903 si 1+3+5+..+59=(1+59)-30:2=900.

30 termeni

Numarul x=(3+2.3"):20=3% (3 +2):29=3".(27+2): 20 =3" =3 = (3",

b) Cautam o putere a lui 3 care sa se scrie ca suma de patru patrate perfecte distincte.
Avem 3*=81=4+16+25+36=2>+4>+5"+6% Cum 3":3'=3"= (3448) pitrat perfect.

Rezultd ci 3% =3-3% = (22 +42 4.5 +6*)-(3*) = (2-3%)" +(4-3)" +(5.3") +(6-3**)’.

Detalii rezolvare Bargm

asociat
a) Calculeazad sumele 14+2+3+...+42=903 s1 1+3+5+...+59=900................. Ip
Determind x=(3""+2:3"):29=3"(3"+2):29=3"(27+2):29=3" 1p
Arati ci x=3"".3"%7 = (3300 )3 ,cubperfect ..o, Ip
b) 3 =81=4+16+25436=22+47 457 467 oo 2p
Arati cd x=(2:3%) 4 (4-3%) 4(5:3%) £(6-3%) oo 2p




INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD ‘
Strada Corneliu Coposu, nr.26, Telefon: 0257-280008, Fax 0257-214746, %
web : www.isjarad.ro e-mail: saf arad@sjarad.ro

. MINISTERUL

I EpucATIE!

TR Y NATIONALE

Subiectul 2. Impartind un numar natural la un alt numar natural obtinem catul 3. Si se afle cele

doua numere, stiind cd suma lor este 36.

Solutie:

Fie numarul natural d detmpartitul si 7, un numar natural nenul, impartitorul. Din teorema
impartirii cu rest avem d = 7+ ¢ + r, cu conditia r < 4 unde ¢ si r sunt numere naturale. Avem

¢ = 3 iar datele din enunt se transpun Tn urmatoarea reprezentare grafica:

|————] impartitorul
. . 36
|| | | ——] deimpartitul

Deoarece 4 -7+ r =36, restul trebuie sa fie un numar natural care se imparte exact la 4.

* Daca r=0, avem 4-i =36 |: 4=17=9 si, tinand cont cd indeplineste conditia r <7, avem

d=3-9+0=27.

e Daca r=4, avem 4-1+4=36 |:4:>i+1=9:>i=8 si, tindnd cont cd indeplineste

conditia r <7, avem d =3-8+4=28.

* Daca r=8, avem 4-7+8=36 |:4:i+2=9:>i=7 nu indeplineste conditia r <7 si, in

consecinta nu avem solutii.
e Daca r > 8, cu atat mai mult conditia r <7 nu este Tndeplinita.
In concluzie problema admite doua solutii:
d=27,1=9,c=31ar r=0 51 d=28,i=8, c=3 iar r=4.

. Barem
Detalii rezolvare .
asociat
Scrie teorema Tmpartirii cu rest d = 7 ¢ + r, cu conditia r < j unde d deimpartitul, Ip
7 un numar natural nenul, impartitorul, ¢ si r sunt numere naturale ....
Deduce relatia 4-7+r =36 si observa ca restul trebuie sa fie un numar natural care )
S€ TMPATtEe €XACE LA 4 ..oiiiiiiiiiie et P
Daca r=0obtine i=9si d=27 ... Ip
Daca r=4 obtine i=8 i d =28 ... ... Ip
Daca r=8 obtine i =7 si precizeaza ca nu indeplineste conditia r<i si, In
CONSECINEA NU AVEIM SOIULIL «euvvieeiiiiiiiiieitie ettt e Ip
Daca r > 8, cu atat mai mult conditia r <i nu este indeplinitd si problema admite
doud solutii: d =27,1=9,c=31ar r=0 51 d =28,71=8, c=31ar r=4.cccccuvevvuee.. Ip
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Subiectul 3. Pe o masa sunt 9 cartonase. Pe fiecare cartonas este scris unul dintre numerele 1, 2, 3,
4, 5, 11, 12, 13, 14 astfel incat nu existd doud cartonase cu acelasi numar. Gigel si Costel iau
fiecare cate 4 dintre cele 9 cartonase. Aflati ce numadr este pe cartonasul rdimas pe masa, stiind ca
suma numerelor de pe cartonasele luate de Gigel, este de 5 ori mai mare decat suma numerelor de

pe cartonasele luate de Costel.

Solutie:

Suma tuturor numerelor este 1+2+3+4+5+11+12+13+14=65. Daca ¢ este suma
numerelor de pe cartonasul lui Costel, 5-¢ suma numerelor de pe cartonasul lui Gigel si x este
numdrul de pe cartonasul rdmas pe masa atunci avem c+5-c+x=65< 6-c+x=65. Cum
65=6-10+5 avem ¢ <10.

Pentru ¢ =10 avem x=35 sicum 1+2+3+4 =10 constatdm ca Costel a extras cartonasele cu
numerele 1, 2, 3, 4. Cum 5-¢=50=11+12+13+14 avem ca Gigel a extras cartonasele cu
numerele 11, 12, 13, 14. in acest caz numirul de pe cartonasul rdmas pe masa este 5.

Pentru ¢ =9 avem 6-9+x =65 de unde obtinem x =11. In acest caz problema nu are solutii.

Pentru ¢<9 avem x=65-6-¢>265-6-8=17 de unde obtinem x>17 si cum x<14

deducem ca problema nu are solutii in acest caz.

Detalii rezolvare Bar(?m
asociat

Calculeaza suma tuturor numerelor 1+2+3+4+5+11+12+13+14=65 ............... Ip
Noteazda ¢ suma numerelor de pe cartonasul lui Costel, 5-¢ suma numerelor de pe
cartonasul lui Gigel si x numarul de pe cartonasul rdmas pe masa ........................ 1p
Deduce egalitatea 6-c+x=65 si precizeazd ca 65=6-10+5 de unde avem Ip
c<10 ...
Pentru ¢=10 avem x=5 sicum 1+2+3+4=10 constatdim cd Costel a extras
cartonasele cu numerele 1, 2, 3, 4. Cum 5-¢=50=11+12+13+14 avem ca Gigel a
extras cartonasele cu numerele 11, 12, 13, 14. In acest caz numarul de pe cartonasul
TAMNAS P& MASA ESIE 3 .. ..evtt ittt et et e ettt et e et 3p
Precizeaza ca pentru ¢ =9 avem 6-9+ x =65 de unde obtinem x =11 si in acest caz
problema nu are solutii iar pentru ¢ <9 avem x=65-6-¢>65-6-8=17 de unde
obtinem x >17 si cum x <14 deduce ca problema nu are solutii nici in acest caz ..... Ip
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Subiectul 4. Determinati numerele naturale ab pentru care numarul A = ab+2-ba+3a+4b este

patrat perfect.

Solutie: Folosind scrierea zecimala obtinem

A=10-a+b+2-(10-b+a)+3a+4b=15-a+25-b=5-(3-a+5-b).

De aici deducem ca A este divizibil cu 5, iar pentru ca A sa fie patrat perfect trebuie ca

3-a+5-b sasedividd cu 5. Cum 5-b este divizibil cu 5 deducem ca 3-a trebuie sa se divida cu

5, adicd a se divide cu 5, a cifrd nenuld, prin urmare a = 5.

Atunci A=15-5+25-b=75+25-b=25-(3+b)=5"-(3+b). Pentruca A si fie patrat perfect

trebuie ca 3+b sd fie patrat perfect. Cum 3+b<3+9 si 3+b sd fie patrat perfect avem

1) 3+b=4=b=4-3=1
2) 3+b=9=b=9-3=6

Numerele cdutate sunt 51 si 56.

Detalii rezolvare Bar(?m
asociat
Folosind scrierea zecimald obtine A=5(3-@+55) ....ooeeeeiiiiiiiiniiiiiiiiiieene, 1p
Observa ca A este divizibil cu 5, iar pentru ca A sa fie patrat perfect deduce ca 1
3-a+5-b este IVIZIDI CU S ....oviiieioiiiit et P
ATUMENTEAZA CA G =15 «.oiiniiiiiit i Ip
Pentru a =5 obtine A=5"-(3+b) si precizeazd ci 3+b este pitrat perfect ......... 1p
Cum 3+bH<3+9 deduceca b=1Sau b =06 ........cooeiiiiiiiiiiiiiiiiiiii, 2p
Numerele cautate Sunt 5T §1.56 ......o.oiiiiiiii e Ip
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CLASA A VI-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1. a) Aflati numerele Xyz astfel incitx +y + z = e

Xy
b) Aflati numerele naturale x si y astfel incat x -y = 2019 + y — 2x.
Soluftie:
a) Xy | 144 = xy € {12;16;18; 24; 36; 48;72}
(1) Xy=12= z=12-3=9=xyz=129
(i) xy=16 =2 z=9-7=2=>%xyz=162
(i) xy=18= z=8-9¢ N
(iv) xy=24=2z2=6-6=0=xyz=240
(v) Xy=36=>2z=4-9¢N
(vi) xy=48= z=3-12¢N
(vii) xy=72=2=2-9¢N

b) xy+2x—y=2019; x-y+2x—y—2=2017
yx—1)+2(x-1)=2017; (x—-1)(y +2)=2017
2017 este numar prim = x — 1 =1 >x=2

y+2=2017=y=2015

sau
x—1=2017
y+2=1=7vy & N nuconvine
Detalii rezolvare Bar(?m
asociat
a)xy=12= z=12-3=9>Xxyz=129 Ip
xy=16 = z=9-7=2>xyz=162 Ip
Xy=24=z=6-6=0=>xyz=240 Ip
Discutarea cazurilor care nu au solutie Ip
b) x:y+2x—y—2=2017 Ip
(x—1)(y +2)=2017 Ip
Finalizare Ip
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Subiectul 2. Determinati numerele prime p astfel incat p? + 37 + 1 = 37% unde a este numar

natural dat.

Soluftie:

p>+3P+1=37%
3P + 1 =nr. par

37* = nr. impar = p? = nr. impar = p = nr. impar = p >2

a=0=>p>+3°+1=371=37=>p*+37 =36
p>2
3P <36

9 + 27 = 36 adevarat, deci p = 3 este solutie

a>0=u,(37*) =1
U
uP*+3+1)=1=2>u(@P*+3%)=0

p fiind nr. impar atunci u.(p?) € {1;5;9} si u.(3%) € {3;7}

rezultd u,(p? + 3P) # 0, deci problema nu are alte solutii

}=3r=275p=3

Detalii rezolvare fsirc?::
37* = nr. impar = p? = nr. impar = p = nr. impar = p >2 Ip
a=0=>p?>+37+1=37'=37=>p>+37 =36 Ip
p =3 este solutie Ip
a>0=>u,(37*) =1 1p
u(p?+3°+1)=1=u(P*+37) =0 Ip
p fiind nr. impar atunci u.(p?) € {1;5;9} si u.(3%) € {3;7} Ip
rezultd u,(p? + 37) # 0, deci problema nu are alte solutii Ip
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Subiectul 3. Fie Ao, Aj, ...,A, puncte situate in aceasta ordine pe o dreapta d astfel Tncat ApA; =1,
A1A; :2, ArA3 222, cees AniAn =201
a) Aratati cd AoA2ois = 220181,
b) Aflati p astfel Tncat AoAp, = 1023.
c) Daca M este mijlocul lui A2A12 si N este mijlocul lui Aj2A24, determinati MN.

Solutie:

a) AcAn=AcA1 + A1Ao+ ... + A1 An =20+ 21+ . 4201 =20 ]
AoAngig =22018 — 1

b) AcAp=2°—1=1023=>2°=1024 = p= 10

c) MN =MAp+ AN
_AA1p | AdAyy _AxAn
2 2 2
_ AoAza—AoA2
2
24 2
_ (o)) 222 o3
2 2

-2

Detalii rezolvare Bar(?m
asociat
ApA=2"-1 Ip
AoAsis = 22018 — ] Ip
AoAp=2P-1=1023=>2P=1024 > p=10 Ip
MN = MA1; + AinN Ip
_AA1p | AdAx _AxAn
) + 2 2 Ip
_ AgAz4—ApA3 1p
2
24_1\_(22_ 24 _ 52
MN=(2 1)2(2 1)2222=223_2 Ip
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Subiectul 4. Fie unghiul ascutit <A0B. In semiplanul determinat de OA care nu contine pe (OB
se duc dreptele OX L OA si OY L OB. Daca (OE este bisectoarea <XOB, iar (OY este bisectoarea
< XOE, aratati ca (OA este bisectoarea <BOE si aflati masura unghiului <A0B.

Solutie:

m(XAOB) = m(xX0Y) =90° —m(xY0A4) (1)
(OE bisectoarea ¥BOX = (OE bisectoarea <Y 0A
= IYOE =<XEOA (2)

(OY bisectoarea <XOF = <YOE = «<X0Y (3) A
Din (1), (2), 3) = <EOA = ¥X0Y = xAOB
= IEO0A = <AO0B = (OA bisectoarea <BOE g
m(xX0Y) = m(XYOE) = m(XEOA) = m(<AOB) = x © B
m(XBOY) = 3x = 90° = x = 30° = m(XA0B) = 30°

Detalii rezolvare Bar(?m

asociat
Figura corecta Ip
m(XAOB) = m(xX0Y) = 90° — m(xY0A) Ip
(OE bisectoarea ¥BOX = (OE bisectoarea <Y 0A Ip
(OY bisectoarea < XOFE = «YOFE = «X0Y Ip
Arata ca (OA bisectoarea <BOE Ip
m(xX0Y) = m(XYOE) = m(XEOA) = m(XAOB) = x Ip
m(XBOY) = 3x = 90° = x =30° = m(XA0B) = 30° Ip
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CLASA A VII-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului
este patrat perfect

! +..+ !
2018-2019j

Subiectul 1.
a) Ardtati ca numdrul a =2-(1+2+...4+2018) (—+2 3
Coa 1 1 1 1 1 1
b) Care este solutia in Q a ecuatiei: | —+ +..+ X=—4+—F...+ .
33 303 300....03 11 101 100....01
Solutie:
a) Avem
2018 2019( 2—- 1 3— 2 +2019—2018 _
2018-2019
=2018-2019- i—L+i—i et 2009 2018 =
1.2 1.2 23 2.3 2018-2019 2018-2019
=2018-2019- 1—l+l—l ...+L—L =2018-2019- I—Lj 2018-2019- w
2 2 3 2018 2019 019 2019
=2018"
) ) 1 1 1 1 1 1
b) Ecuatia este echivalenta cu —+| —+—+...+ X=—+—+...+——— de unde
3111 101 100....01 11 101 100....01
—— :
1 :
| —+—+...4—— | obtinem x =3
11 101 100....01
H_'/

prin Tmpartire la —
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Detalii rezolvare Bar(?m
asociat
2018-2019 1 1 1 1 1
a) Deducecd a=2-————|l——F+———+. . +————— ... 2p
2 2 23 2018 2019
A=2008 e, Ip
111 1 1 1 1 1
b) Deducecd — | —+——+..c+——— [-x=—+—+.F——— i, 2p
3111 101 100....01 11 101 100....01
o 111 1 1 )
Prin Tmpértire la —| —+——+...+————— | obtine x =3 .........cciiiiiiiiii, 2p
11 101 100....01
E/—"

10
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Subiectul 2. Se considerd numirul A= \/a,b(cd)+b,c(da) +c,d(ab)+d,a(bc), unde
a, b, ¢, d sunt cifre nenule diferite.
a) Demonstratica 1<0,3-A< \/5 .

b) Cate numere abcd sunt daca A € Q?

Solufie:
990a +99b+10c +d
a) Avem a’b(Cd): - < si analoagele b,c(da):990b+996+10d+a,
990 990
C’d(ab):990c+99d+10a+b respectiv d,a(bc):990d+99a+10b+c.
990 990
11 1
NumérulAdevineA:\/ 00(a+b+c+d):\/ 0(a+b+c+d):l\/loh(a+b+c+d)‘
990 9 3

Deoarece a, b, ¢, d sunt cifre nenule si diferite avem min(a+b+c+d ) =1+2+43+4=10 si
max(a+b+c+d)=6+7+8+9=30 rezulti ci %\/IO-IOSAS%\/IOSO & ?<A<—\/_

fnmul[:ind ultima inegalitate cu 0,3 obtinem 1<0,3-A< \/§ .

b) Daci 4 € Q avem %\/10~(a+b+c+d) €EQ & a+b+c+d=10k*, unde k € N*.

Daci k 22 avem a+b+c+d >10-4>30=max(a+b+c+d), de unde deducem k =1.
Pentru k =1 avem a+b+c+d=10=a=1, b=2,c=3, d =4 si variantele.

Numerele abcd care au prima cifrd 1 sunt 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, la fel se
procedeazad pentru prima cifrd 2, 3 si 4. Obtinem in total 4-6 =24 numere.

Detalii rezolvare Bare:m
asociat
1
a) Aratdcd Azg\/lo-(a+b+c+d) ..................................................................... 2p
Argumenteazi ci min(a+b+c+d)=10si max(a+b+c+d)=30 ................ Ip
1 1
Deduce ca 5\/10-10 <A< 5\/10- 30 si obtine inegalitatea 1<0,3-A < NI Ip
1
b) Daci A:E\/IO-(a+b+c+d) € Qavem a+b+c+d =10k>, unde k € N*.... Ip
Precizeazi ci pentru k >2 avem a+b+c+d 210-4>30=max(a+b+c+d)....... Ip
Pentru k=1 avem a+b+c+d=10=>a=1, b=2,c=3, d=4 si variantele de
unde numerele abcd care au prima cifra 1 sunt 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, Ip
la fel se procedeaza pentru prima cifra 2, 3 si 4. Obtine in total 4-6 =24 numere.

11
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Subiectul 3. In exteriorul patratului ABCD se construieste trapezul BCEF cu CE || BF si BF =
EF, astfel incat [AEN[DF ={B}. Fie M mijlocul laturii [CE] si N punctul in care paralela prin E la
AF intersecteaza latura [BC].

a) Sa se stabileasca natura AACF.

b) Sa se demonstreze ca punctele 4, M si N sunt coliniare.

Solutie: F

a) In patratul ABCD notind AC N BD = {0} avem
AO = 0C respectiv BO L AC. Cum [AEN[DF ={B} A B
avem F, B,0 coliniare de unde FO 1 AC. E
In AACF avem FO este iniltime si mediani de unde
deducem ca AACF este isoscel cu baza [AC]. N

b) In ABEF avem BF = FE de unde ABEF isoscel. M
Dar m(<ABD) = m(«xFBE) = 45° (unghiuri opuse la
varf) de unde avem ca ABEF este dreptunghic isoscel
cu m(<BFE) = 90°. D C

Din EF L FDsi CO L FD = EF ||CO sicum OF || EC (din trapezul BCEF cu CE || BF) rezulta
cad EFOC paralelogram (dreptunghi) de unde avem ca FE=0C = AO

Din EF L FD si AO L FD = FE || AO si cum FE = AO rezultd ca AOEF paralelogram cu AE' N
OF = {B} de unde avem AB = BE.

Din AB = BE si AO = OC avem [CB], respectiv [EO] mediane in AAEC si cum stim cd EO N
CB = {N} avem N este centru de greutate in AAEC. Cum M mijlocul laturii [CE] avem [AM]
mediana in AAEC = N € [AM] = A,N,M coliniare.

Detalii rezolvare Bar(?m

asociat
Figura corespunzatoare problemei ...........ccecueevieiriiiiieniiieenceeeee e Ip

a) Noteaza AC N BD = {0}, deduce ca FO este indltime si mediana in AACF si

precizeaza ca AACF este isoscel cu baza [ACT ...c.coevveeeniieiiieeiiiieeieeeeeeeeene 2p
b) Deduce ci ABEF este dreptunghic isoscel cu m(xEFB) =90°................... Ip
Argumenteaza ca EFOC este paralelogram si deduce FE = 0OC = AO ............... Ip
Argumenteaza cd AOEF paralelogram cu AENOF = {B}si AB=BE............... Ip
Deduce ca N este centru de greutate In AAEC = A,N,M coliniare ................... Ip

12
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Subiectul 4. In dreptunghiul ABCD notim cu E simetricul punctului B fati de punctul A si cu
F simetricul punctului A fatd de punctul D. Daca {0} = ACNBD, {P}=O0ENAD si {Q} =

OFNCD, demonstrati ca ob + D _ 1.
AB BC

Solutie: P
Fie OG |l AB, G € (AD). In dreptunghiul ABCD
avem {0} = ACNBD de unde [BO] =[0D] si

AB || CD cu Q € DC (deoarece {Q} = OFNCD) D Q C
deducem ca 0G || DQ. 0
Din OG || AB si [BO] = [0D] avem ca [OG] este G
linie mijlocie in ADAB de unde avem
AG=GD=%AD si GO=%AB:%AE. E A B
TFA F D FD
Din OG || DQ = AFQD~AFOG de unde 0 = Q = . Cum F simetricul punctului 4 fata
FO OG FG
de punctul D avem AD =DF si FG=FD+ DG =AD+ DG = AD +%AD =%AD. Avem
D FD AD 2 D D 1 2 1
oD _FD _ == de unde deducem ci oD _ 0D =——=—,(1).
OG FG 3 AB 20G 2 3 3
EAD
TFA
Din OG || AE = AAPE~AGPO de unde AP = PE = AE. um AP = AE = AE =2 avem
G PO GO PG GO 1 1
—AE
2
ca
AP 2 AP 2 AP 1 2 AP 1 AD-AP 3-1 PD 2
= = —e e =S = = =—,(2).
AP+PG 241 AG 3 2AG 23 A 3 AD 3 BC 3
D PD 1 2
Din (1) si (2) obtinem ca 22 +12 1,2 _
AB BC 3 3
. Barem
Detalii rezolvare .
asociat
Figura corespunzatoare problemei ..........cocueeeriiieiiiiiiiieeiieeiee et Ip
Construieste OG || AB, G € (AD), deduce ca [OG] este linie mijlocie in ADAB si
obtine cad AG = GD =%AD siGO =%AB:%AE ....................................... Ip
Din AFQD~AFOG deduce ca ob zl,(l) .................................................. 2p
AB 3
PD 2
Din AAPE~AGPO deduce € —— =—,(2) i iviiiiiiii e e 2p
BC 3
D PD 1 2
Din (1) si (2) obtine ca Q—+—:— — = Ip
AB BC 3 3
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
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CLASA A VIII-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1.

1 _n+1-+/n
w/(n+1)n-(\/m—lr\/_) n+l- \/E

S

a) Aratati ca daca n € N*, atunci

b) Aratati ca suma

1 1 1
N T NN ) e N BN T N e

Soluftie:
a) Se rationalizeazad cu Vn+1 —Jn si pentru orice n € N* obtinem
Vi) 3 Jn+1-vn Jn+1-vn
\/(n+1)n-(\/n+1+\/;) \/(n+1)n~(\/n+1+\/_) (\/n+ \/_ n+1 ( / n+1 \/_j

N R s e R s
j_ (n+1)n'(n+l—n)_\/mw/;.

(n+1)n ~£In+l|—| n |
=
b) Aplicam egalitatea de la punctul a) pentru fiecare termen al sumei obtinem:

1 V2= 2 V1 1

1-

\/ﬂ(\/g+\/_)\/_\/_\/_\/_\/_\/_\/_
1 32 3 21

Ga(iia) Bz A Br 2 B

\/100'99(\/1oo+\/®)_ 100-499  100-499 100-499 99 100"

Prin Tnsumare, membru cu membru, avem

1 1 1 ~

Jﬁ(ﬁm)*mmmﬁ“ﬁm 99 (4100 +99)
IR IO TS B BTN NP PO
NN AN RN RN TR T M
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Detalii rezolvare Bare:m
asociat
a) Rationalizeazd cu Vn+1- Jn si obtine
1 ~ Jn+1-+/n Ip
Jo+)n-(Nn+144n) - fG)n -(1/(n+1)2 -J,?’j
Prin calcul obtine egalitatea din €nunt ..........c.covuiiiiiiiniiiiiiiieiiiaiieaiiaannn.n. 2p
b) Aplicd egalitatea de la punctul a) pentru fiecare termen al sumei si prin
insumare, membru cu membru, obtine 1— 1 + d ot +..+ SR 2p
9 9 5 \/5 \/5 \/§ e ‘\/@ \/@ PRy
1
Precizeaza ca suma este egald cu 1_E Z0,0 <] e 2p
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Subiectul 2 Sa se arate ca pentru orice x numar real avem
1 1 1
2 + 2 + 2
X +x+1 x"+2x+4 x +4x+7

<2.

Solutie:
1

2
Avem x2+x+1:x2+x+%+%:(x+lj +%2% de unde deducem ca >

2
. 1
egalitate pentru x=——,(1).

Analog avem x*+2x+4=x>+2x+1+3=(x+1)"+3>3 de unde avem !

1
242x+4 3’

<4

4+x+l 3

<_

cu

cu

egalitate pentru x=-1, (2) si x2+4x+7:x2+4x+4+3:(x+2)2+323 de unde avem

1 1
—— < —, cu egalitate pentru x=-2, (3).
X +4x+7 3 g P ©)

Din inegalitatile (1), (2) si (3) adunind membru cu membru si observand ca egalitdtile nu se

pot realiza simultan, obtinem inegalitatea din enunt.

Detalii rezolvare Bare:m
asociat
Agumenteaza
1 4 ) 1 2
————<—, cuegalitate pentru x=——, (1) ............c.. p
X +x+1 2
1 1
—————<—, cuegalitate pentru X =—1, (2) ceuuiiiiiiiiiiii s 2
Y ) P
1 1
———— < —, cuegalitate pentru X =—2, (3) ..uueiiiiii 2
X +4x+7 3 s P ©) P
Aduna inegalitatile (1), (2) si (3) si observa ca egalitatile nu se pot realiza simultan, Ip

obtine inegalitatea din enunt.
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Subiectul 3. In tetraedrul ABCD cu lungimile muchiilor AB, BC si CA proportionale cu

numerele 3, 4 respectiv 5, se construieste M simetricul lui M fatd de B, unde M e (CD).
Aritati ci AM = AM daci si numai dacd AB L (BCD).

Soluftie:

"=" Aratim ci daci AM = AM implicd AB L (BCD).

Din AM = AM avem AAMM isoscel. Avem M A
simetricul lui M fatd de B, adici MB=BM de unde

deducem ci [AB] mediani in AAMM  isoscel ~C

= AB iniltime de unde rezulti AB L MM ,(1). -

2 M
ﬂZEZC—AZa avem AB=3a, w S N
3 4 5

BC=4a, CA=5a si aplicand reciproca teoremei lui D
Pitagora in AABC obtinem cd CA® = AB>+ BC* de
unde deducem cd AABC este dreptunghic cu m(<«ABC)=90° = AB L BC,(2).

ABLMM ', MM < (BCD)
Din (1) si (2) avem ca AB L BC, BC c(BCD) = AB 1 (BCD).
MM N BC ={B}

Din

"&" Aritim ci daci AB L (BCD) implici AM = AM',

AB 1 (BCD) . , ,
Din . = AB 1L MM = AB findltime In AAMM . Cum MB=BM avem ca
MM < (BCD)
[AB] mediani in AAMM 'rezulti AAMM ' este isoscel de unde avem AM = AM.
Detalii rezolvare Bar(?m
asociat
Figura corespunzatoare problemel ..........cecueieeieeeeiiieeniieerieeeeiee e eireeeieeeeaee e e Ip
"="Deduce ci AB LMM (1) ...ccooviiinieieei e Ip
Argumenteaza c¢d AABC este dreptunghic cu m(<ABC)=90" si deduce
AB L BC,(2) e Ip
Demonstreazd ci AB L(BCD) ..............ccooiiiiiiiiiiiiiiieieee e Ip
""Argumenteazd cid AB L MM ...t Ip
Precizeaza cd AB este indltime si mediand in AAMM  de unde rezultd ca
AAMM este isoscel si deduce ci 2p
AM = AM oo
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Subiectul 4. In cubul ABCD AB'C'D notaim M, N, P mijloacele muchiilor [AB], [B'C ] respectiv
[DD1].

a) Sa se demonstreze cd CMNP este piramida triunghiulara regulata.

b) Sa se determine sinusul unghiului format de dreapta CM si planul (MNP).

¢) Sa se determine sinusul unghiului format de planele (MNP) si (MNC).

B A’

Solutie: N
a) Fie a lungimea muchiei cubului. Din M, N, P mijloacele (s

muchiilor [AB], [B'C'] respectiv [DD'] obtinem

AM = MB = BN = NC = DP = PD' =%,(1).

Cum ABCDABCD' cub avem m(«¥MBC) = m(<NCC) =

m(xPDC) = 90° de unde avem c’ D
= AMBC, ANC'C, APDC dreptunghice in care
[MB] = [NC] = [PD]
= AMBC = ANC'C = APDC = [CM] = [CN] = [CP], (2).
[BC] = [cC'] = [cD]
= ABBM, ADAM, ACBM, AD'C'N dreptunghice in care
[BB'| = [DA] = [CB] = [D'C]
= AB'BM = ADAM = ACBM = AD'C'N
[BM] = [AM] = [BM] = [C'N]

= [B'M] = [DM] = [cM] = [D'N], (3).
= APDM, ANB'M, APD'N dreptunghice in care

[PD] = [NB|=[PD] ) .
= APDM = ANB'M = APD'N = [PM] = [MN] = [NP]

[DM] = [BM] = [D'N]
= AMNP echilateral, (4).

Din relatiile (2) si (4) avem CMNP piramida triunghiulara regulata.

b) Fie CO L(MNP), Oe(MNP). Cum CMNP este piramida triunghiulara regulati rezultd ci
O reprezinta centrul de greutate al triunghiului AMNP.

CO L (MNP)

= CO L MO = m(«<COM )=90" = ACOM dreptunghic.
MO < (MNP)
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Avem m({(MC,(MNP))):m(q(MC,MO)):m(<):CMO) si In ACOM  dreptunghic
co

in(<«<CMO)=——-,(5).

sin ( ) cu 5

Obtinem astfel MO = % MA;\B = MZ\;\E :

Aplicand teorema lui Pitagora ADAM dreptunghic obtinem

a a5
2

DM? = DA> + AM? =a2+7:>DM=

=CM,(6).

Aplicand teorema lui Pitagora in APDM dreptunghic obtinem

MP* = PD* +DM? = (J (“‘[J MP:a\/E.
a6 a6 3 a\/_
2 2 3

= MO = = MO

Folosind relatia MP = PN = MN = ,(7).

Aplicand teorema lui Pitagora in ACOM dreptunghic obtinem

COZ:CMZ—MOZ:(‘I\EJ —(“‘5] — CO =i .(8).

Din (5), (6) si (8) avem sin(<COM )= =2 = a3 2 _[3

cM 2 a5 \s

¢) Fie T mijlocul [MN]. Cum AMNP este echilateral obtinem PT L MN. In AMCN isoscel
(MC=CN) avem CT mediani si iniltime = CT L MN.
(MNP)N(MNC)=MN
PT LMN, PT < (MNP) ;= m(<((MNP),(MNC)))=m(<(PT.CT))=m(«CTP)
CT L MN, CT c(MNC)
prp MNAB_a6 V3 _3V2.a

MNP 2 2 4
Cum AMNRP este echilateral cu centrul de greutate O iar [PT] mediana, rezulta ca

1 132 _ a\/_

Oe€ PT = m(«<CTP)=m(«CTO) si OT:§-PT—§ 1

,(10).

, D).
CO L (MNP)

= CO LTO = m(«COT)=90" = ACOT  dreptunghic de unde avem ci
TO < (MNP)

sin(<«CTO) 2%, 12).

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul ACTM dreptunghic in T obtinem

2 2 2 2 2
CT2=CM2—MT2:(‘I\2/§J _(a\/gJ :5a _6ba :14a :CT:a\iﬁ, 13).

4 4 16 16
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CO a3 4 23 &2

Din (12), (13) si (8) avem sin (< CTO) = =

cT 2 a4 14 T

Detalii rezolvare Bar(?m
asociat
Figura corespunzatoare problemel ..........eccuveeeuieeeiiieeeiieeeiieecieeeeieeesveeeereeeireeenneeenns Ip
a) Fie a lungimea muchiei cubului obtinem AM = MB = BN =NC =DP =
PD =% si demonstreazi cd [CM] = [CN] = [CP] ..c...oovvviviiiiiiiiee 1p
Demonstreaza ca AMNP echilateral si argumenteaza ca CMNP  piramida
triunghiulard re@UIALA .........oitt ittt Ip
b) Argumenteaza ca m({(MC,(MNP))) =m(<(MC,MO))=m(<CMO)si
casin (KCMOY =S o) Ip
CM
5 3
Deduce CM 2%, CO=% si sin({COM):\/% ................................. Ip
¢) Alege T mijlocul [MN] si deduce ca m(<t((MNP),(MNC)))=m(<CTP).... | 1p
14 ) 42
Deduce CT = a\i_ si sm(<):CTO):g ................................................ Ip
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