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SUBIECTUL I 

Pe mulțimea  , G k k , unde 0k , se consideră operația „” definită prin 
 2

2

k x y
x y

k xy


 


. 

a) Demonstrați că  ,G   este grup abelian. 

b) Arătați că funcția   2 2

0

1
: , 


x

f G f x dt
k t

 este un izomorfism de grupuri de la  ,G   la  , . 

c) Pentru k 1  demonstrați că pentru orice a G  ecuația x x a   are o unică soluție x G . 
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Soluţie: 

a) Se arată că oricare ar fi ,x y G x y G    ............................................................................ 1 punct  

Se verifică asociativitatea și comutativitatea. Elementul neutru este 0e G   și orice element x G  

este simetrizabil, simetricul lui x  fiind x x G    . Deci  ,G   este grup abelian ................... 1 punct 

b)  
2 2

0 0

1 1 1
ln ln

2 2

xx
t k k x

f x dt
k t k t k k k x

 
   

   .......................................................................... 1 punct 

Deoarece  
  

  
   

1 1 1 1
ln ln ln ln

2 2 2 2

k x k yk x y k x k y
f x y f x f y

k k x y k k x k y k k x k k y

    
      

     
, oricare 

ar fi ,x y G , înseamnă că f  este morfism de grupuri ............................................................... 1 punct 

Se arată că f  este bijectivă și rezultă că f  este izomorfism de grupuri de la  ,G   la  , ... 1 punct 

c) Fie a G .  

2

2

2
2 0

1

x
x x a a ax x a

x
       


. Cum 24 4 0a     pentru orice a G  rezultă că ecuația are 

două rădăcini reale și distincte ..................................................................................................... 1 punct  

Din relațiile lui Viète avem că 1

2

1
x

x
  și se arată că ecuația are o singură soluție în G  ............. 1 punct 

                  

SUBIECTUL II  

Fie  ,G   grup și ,x y G . 

a) Arătați că  
2019

1 2019 1xyx xy x  . 

b) Arătați că dacă există un număr natural nenul n  astfel încât  1
n

xyx e   atunci 
ny e . 

c) Arătați că dacă  
4

1y xy e   și 
2xy yx  atunci x e . 
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Soluţie: 

a)       
2019

1 1 1 1 2019 1

de 2019 ori

...xyx xyx xyx xyx xy x        ................................................................... 2 puncte 

b) Notăm 
1z xyx . 
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Avem că 
nz e  și zx xy   

 

     1 1 2 2 2 2 2 ...n n n n n n nx ex z x z zx z xy z z xy z zx y z xy y z xy                

1 1n n nzxy xyy xy     .................................................................................................................  1 punct 

Deci nxy x  și prin simplificare la stânga cu x  obținem ny e  ............................................... 1 punct  

c) Deoarece  
4

1 1 4y xy y x y   relația  
4

1y xy e   devine 1 4y x y e  , adică 
4x e  ............... 1 punct  

Din relația 2xy yx  obținem 2 1x yx y . Rezultă că 2 4 1x yx y , adică 
2x e  ....................... 1 punct  

Cum 2xy yx  rezultă că xy y  și prin simplificare la dreapta cu y  obținem x e  ................ 1 punct 

 

 

SUBIECTUL III 

a) Calculați 

 
2

2
, ,

2 21

  
  
 


x arctgx

dx x
x

 
. 

b) Calculați 
 2

2

1

lim
1 

n

n

n

arctg x
dx

x
. 

Prof. Cătălin Pană, Rm. Vâlcea 

 

Soluţie: 

a) 

       
2 22 22 2

1 1 1 1

22 1 2 11 1

x arctgx
dx arctgxdx arctgx dx

x xx x

 
        
    

   ............ 2 puncte       

   2 2

1 1

42 1 4 1

x
arctgx arctgx C

x x
     

 
.......................................................................... 1 punct 

b) Notăm 
 2

2

1 1

n

n

n

arctg x
I dx

x


 .    

Efectuăm schimbarea de variabilă 
1

t
x

  și obținem: 

 

1

2 2

2 2

1
2

1 1

1

1 1
1

nn

n

n

n

arctg arctg
t t

I dt dt
t t

t

   
   
      




   .............................................................................. 2 puncte  

 2

2

2

1

1

2
1

n

n

n

arctg x arctg
x

I dx
x

 
  

 
 . Cum 

1
,

2
arctgx arctg

x

 
  

 


 oricare ar fi  0,x   obținem: 

2

1

1 1 1
2

2 1 2 4

n

n n

n

I dx arctgn arctg I arctgn arctg
x n n

   
        

    


  
 .................................... 1 punct 

Deci 

2

lim
4 2 8

n
n

I


  
  

............................................................................................................... 1 punct 
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SUBIECTUL IV 

Calculați 
 6

2

2

ln 1

2 2

x
dx

x x



  . 

G.M. Nr. 5 / 2018, Prof. Radu Diaconu, Sibiu 

 

Soluţie: Notăm 
 6

2

2

ln 1

2 2

x
I dx

x x




  . 

Cu schimbarea de variabilă 
4

1

t
x

t





 integrala se rescrie 

 

 

 
 

 

 2 6 6

2 2 2 22

6 2 2

2

4
ln 1

ln5 ln 1 ln5 ln 15 51

2 25 2 21 14 4
2 2

1 1 1

t

t tt
I dt dt dt

t tt tt tt t

t t t

 
      

     
     

  
   

   .................... 3 puncte   

 6 6 6

2 2 2

2 2 2

ln 11 1
ln5 ln5

2 2 2 2 2 2

t
dt dt dt I

t t t t t t


   

         ............................................................. 2 puncte 

Deci 
 

   
66

2

22

ln5 1 ln5 ln5
1 7 3

2 2 21 1
I dt arctg t arctg arctg

t
    

 
  .......................................... 2 puncte 


