OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 16.02.2019
BAREM DE CORECTARE
CLASA A XII-A

SUBIECTUL I

: . : o k?(x
Pe multimea G =(-k,k), unde k >0, se considera operatia ,,*” definita prin x*y = (—+y)

k2 +xy
a) Demonstrati ca (G,*) este grup abelian.
ST . ¢1 . . .
b) Aratati ca functia f:G >R, f(x):jﬁdt este un izomorfism de grupuri de la (G,*) la (R,+).
o k-t
c) Pentru k=1 demonstrati ca pentru orice aeG ecuatia x*x=a are o unica solutie xeG..
Prof. Catalin Birzescu, Rm. Véalcea

Solutie:

a) Se arata caoricare ar fi X, Y € G => X* Y € G iiiiiiiiiiiecie e 1 punct
Se verificd asociativitatea si comutativitatea. Elementul neutru este e=0€G si orice element x e G
este simetrizabil, simetricul lui x fiind x'=—-xeG. Deci (G,*) este grup abelian .................. 1 punct
b) f(x):J'%dt:—ilnﬂ ettt 1 punct

) K? —t 2k Jt+k|, 2k k-x
K+ x)(k .
Deoarece f(x*y)=ilnmzi|nw=i|nﬂ+ilnﬂ= f(x)+f(y), oricare
2k k-xxy 2k (k-x)(k-y) 2k k-x 2k k-y

arfi x,yeG, inseamna ca f este morfisSm de gQrupUri ........ccoocveieiieiiiie e 1 punct

Se arata ca f este bijectiva sirezultd ca f este izomorfism de grupuride la (G,*) la (R,+)... 1 punct
c) Fie aeG.

X . . .
T —acax’*—2x+a=0. Cum A=4-4a>>0 pentru orice aeG rezultd ca ecuatia are
+X

X*X=a<=

X,

SUBIECTUL II
Fie (G,-) grupsi X,y eG.

2019,,-1
X,

. . 1 2019
a) Ardtati ca (ny )

n -
b) Aratati ca daca exista un numar natural nenul n astfel incat (ny_l) =e atunci y" =e.

4 -
c) Aritati ca daci (y‘lxy) =e si xy =yx® atunci x=e.

Prof. Catalin Birzescu, Rm. Valcea
Solutie:

a) (xyx’l)2019 = (XX ) (X)X ) = XYPIXTE 2 puncte

de 2019 ori

b) Notim z = xyx .



Avemca 2" =€ si X=Xy

x=ex=2"x=2""2x=2"xy =(2""2)xy = 2" (2x) y = 2" * (xy) y = 2" *xy* =...=

= XY XYY T S XY ettt 1 punct

Deci xy" = x si prin simplificare la stinga cu X obtinem y" =€ .....ccccoiieiirniinnieinrisee 1 punct
1o\t 1,4 . RIS . 1,4 s Ua

¢) Deoarece (y™'xy) =y X'y relatia (y'xy) =e devine y'x*y=e, adicd X* =€ .............. 1 punct

Din relatia xy = yx® obtinem X = yx’y . Rezulti cd x> = yx*y™, adicd X* =€ ..cccvvvvvrvrennnns 1 punct

Cum xy = yx® rezultd ci Xy =Y si prin simplificare la dreapta cu y obtinem X =€ ................ 1 punct

SUBIECTUL I
a) Calculati dex, Xe (—Z,zj.

(1+ x2)2 2 2
arctg
b) Calculati lim j
N—o0 l
Prof. Catalin Pana, Rm. Vilcea
Solutie:
a) ILCth = % -arctgxdx:—;z-arctgx+1 ! SOX = 2 puncte
1+X) 2(1+x) 2(1+x) 2 (1+x?)
1 1 X
= ArCIOX + = ArCIOX + —————+ C oo 1 punct
2(1+x%) PR A 4(1+x%) P
n arctg
b) Notam |_ = j
1
1
Efectuam schimbarea de variabila t = ; si obtinem:
1 1
Larctg| - o arctg
In:—J‘—lt-l2 J. S0l 2 puncte
ol t 1 1+t
t n
1
L arctg (x* ) +arctg (Zj .
21, :J' 5 X/ dx . Cum arctgx+arctg( ):_ oricare ar fi x e(o oo) obtinem
21 —fjl ! dx Z(arctgn arctg lj =3 (arctgn arctg j 1 punct
ol 5 L= arctgn —arctg — | ..o
2
Deci lim1, 2 ————— st 1 punct
N 4 2 8



SUBIECTUL IV

6 —
Calculati IM dx
5 XT+2X+2

G.M. Nr. 5/ 2018, Prof. Radu Diaconu, Sibiu

(x-1)

—dx.
X2 +2X+ 2

6
Solutie: Notam | = j
2

) o t+4 . .
Cu schimbarea de variabila X = -1 integrala se rescrie

In(t+4 1)
2 T o 6 6
|=I t-1 : _52dtzj'|n5 In(t-1) ~dt Il “In(t- 1 = s 3 puncte
6(t+4j t+4 , (t-1) > 5(t° +2t+2) t-1)° 3 t+2t+2
— | +2—+2 R
t-1 t-1 (t—1)2
6 6| t 1 6
j dt — Jz ) dt=|n5]2;dt—l ............................................................. 2 puncte
T+ 2t+2 1 +2t+2 St +2t+2
In5 ¢ 1 In5 ° In5
Deci | =— | ———dt=—arctg(t+1) = arctg7 —arctg3) ..oooceevriiiniieee e 2 puncte
2 dtay a2 e, 73 (are7-arci P




