Solutii si bareme orientative

Clasa a X-a
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1. a) Dacd m(B) < 90° si m(C) < 90° atunci functia nu este injectiva deoarece, daca
AA; 1L BC,A; € BC, atunci A; € (BC) si este suficient sa alegem
E € (A,B),F € (A,C), astfel incit EA; = FA,. Rezulti d(A,E) = d(A,F),E % F, deci f
nu este injectiva.
(2p)

Dacim(B) = 90° sau m(C) = 90°, atunci functia f este injectiva.

Sa presupunem ca m(f} ) > 900 (celilalt caz se trateazi similar). Atunci, daci
M; € [BM,), avem BM; < BM, = AM; < AM, = f(M;) < f(M,). Rezulta ca functia
f este strict crescatoare cand parcurge intervalul [BC], deci f este injectiva. Functia este
injectiva pentru un triunghi ABC dreptunghic sau obtuz, cu m(B) = 90° sau m(C) = 90°.

(3p)
b) Avem MITEI[IBI’é] f(M)=d(ABC)=asi h;n[?é] f (M)=max{AB,AC} = . Atunci
Im f =[«a, B].
(2p)
2. a)Fie z = x + yi, ecuatia din enunt se mai scrie:
JEx—4)2+@+1)2-2(x+yi) =3—-6i>
— )2 7 _ oy —
- {\/(x 4)? + (yj— 1)?-2x=3 (1p)
—2y =—6
Solutia ecuatiei din enunt: z = 1 + 3. (1p)
b)Notam t=[1+2/,0<t<2.
t? =1+ z|2 =(1+2)(1+Z)=2+2z+7 deci z+7 =t —2. Rezulta:
2 2
‘1—z+22‘ =(1—z+22)(1—7+72)=3—2(z+7)+ 2% +7°2 =(z+7—1)2 =(t2 —3) .
Inegalitatea de demonstrat devine ﬁsu‘tz —3‘ < %,t e[0,2] (¥). (2p)
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Daca f(t)=t+ ‘tz - 3‘ =1, atunci variatia functiei f este urmatoarea:
tc—

-3 te(\3.2]
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. ‘ 0 > V3 2
fv) ‘ 3 % NGB 3
. 13
Deci /3 < f(t)sZ. (1p)
: o o 1. .43
Egalitatea din stinga se realizeazi cand t=3 < z= 5 +i - (1p)
. . . A 1 7 .15
Egalitatea din dreapta se realizeaza cand t = > Sz= 3 +i 5 (1p)



3. Recurenta din enunt se mai scrie:
Xpa2 t Xp +1ogy (X2 + x,) = 2x,41 + logy 2x,41. Consideram functia:

f:(0,00) > R, f(t) =t +log, t. (2p)
f este o functie strict crescatoare, deci f este injectiva si din f(x,12 + x,) = f(2%p41),
VneN = x,,, + x, = 2x,41,Vn EN"

= (X, )n>1 progresie aritmetica. (3p)

x1 +1005-r = 2016

Din X1006 — 2016, X2017 — 4038 = {xl +2016 - = 4038 =r = 2,x1 =6 =

X, =2n+4. (2p)

4a)Pentru a,b €R, (a’?+1)-(b*+1) = (a+b)? © (ab—1)?> = 0. (1p)
b)Logaritmand inegalitatea: (a2 +1)(c2 +1) > (a+c)2, Vac€ER,

=log,.p (a2 +1)(02 +1) >2log,,p(a+c) si analog (1p)
logp, . (b2 +1)(a2 +1) >2logy,c(b+a), log.,, (c2 +1)(b2 +1) >2logg,,(c+b). (1p)

Prin adunarea celor trei inegalitati obtinem:
09,1 (a2 +1)(02 +1)+ 109y, ¢ (b2 +1)(a2 +1)+ 109¢,a (c2 +1)(b2 +1) >

>2(l0g,,p (a+C)+logy,c (b+a)+10ge,a (c+b)).
Folosind inegalitatea mediilor:
109, (a+c)+logy, . (b+a)+log ., (c+b)>3. (2p)

Rezultd: 109y, (a2 +1)(02 +1) +logy, . (b2 +1)(a2 +1)+ 1092 (c2 +1)(b2 +1) > 6. (1p)

(1p)





