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CLASA a XII -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

1. Fie (G,-) ungrup cu elementul neutruesi X,y € G\{e} astfel incat ord(x)=2, y°* =e
si Xy = y*X. S se arate ca ord(y) =3si Xy = yX.
Solutie:
Deoarece ord(x)=2= x* =e si cumxy = y‘xavem (yx)° = y(xy)x=y(y*x)x=y*x* =y*.
2
Atunci, din y® =e obtinem (yx)3 =y°(yx) = y°x=x. Prinurmare, (yx)6 = {( yx)g} =x’=e.

" =e . Prin urmare (ys)2 .y®=e, deunde y> =e. Cum 3 este prim,

Dar (yx)2 =y® sideci y
iar yeG\{e} avemcd ord(y)=3.

Mai mult, xy = y*Xx = y>yx =eyx = yx.

Detalii de rezolvare Bare:m

asoclat
Arati ci (yX)2 =y° 2p
Arata ca (yX)3 =X 1p
Arata ca (yx)6 =e. 1p
Arata ca y3 =€ 1p
Justifica faptul cd ord(y)=3 1p
Arata ca Xy = yx 1p
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k%+1

2. Fieke(1,4o)siG = (—oxo, —] [ ,+0o0) .
Se considerd operatia x xy = kxy — k*(x+y) + k> +k,Vx,y €G.

a) Sa se demonstreze ca t € G daca si numai daca |t — k| = % ,Vke((,+x).
b) Aratati ca, *” este lege de compozitie pe G.

c) Studiati existenta elementului neutru si a elementelor simetrizabile.

Solutie:

a) te(;(:te(—oo,$]u["“+ ©) o t—k e(—oo—] [ ,+0) &
|t—k|2%,Vke(1,+00)

b) Fiex,y€G= |x—kl2sily—klzy =|x-D@ -kl 2
:>|xy—kx—ky+k2|2k—12:>Ikxy—kz(x+y)+k3|2%:>
ﬁlkxy—kz(x+y)+k3+k—k|2%:|x*y—k|2%=>x*y€6

c) Fieee Gastfelincitexx =x*xe=x,VXxXEG

x+xe=x,VXEG=> kxe—k?(x+e)+k3+k=x,VXEG=>

> (x—k)ke—k?=1)=0,(V)x€G > ke—k?~1=0=>e=k+ €G.
exx=x,Vx€G=> kex—k?(e+x)+k®+k=xVxEG>

> (x—k)ke—k?=1)=0,(V)x€G > ke—k?-1=0=>e=k+ €G.
=>e=k+ % este element neutru.

x € G simetrizabil © (3)x’ € G astfel Incat x' * x = x xx' = e.

1
xxx' =eokxx' —k*(x+x)+k3+k=k+—- = k*xx' —k3(x+x)+k*—1=0

K
(= k) = K k4 1 SRR Rk
xR X YT —k) Y T T Tk =k
1
I k=——— x€ 1
= x' —k kz(x—k)'x G,x +k k>

Darx' € G = |x’—k|2% =

k2(x 3 _—=> |x—k|< Vk>1

Cum |x—k|2% si |x—k|$; =>|x—k|=% =>x=ki%EG, V k > 1 sunt singurele

elemente simetrizabile.
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Detalii de rezolvare Bargm

asociat
a) AratétEG(:)|t—k|2%,VkE(1,+OO) Ip

. 1
b) Flex,yeG=>|(x—k)(y—k)|2k—2 Ip
Aratélx*y—kIZ%:x*yEG 1p
c) Ajungela(x —k)(ke—k*—-1)=0,(V)XxEG 1p
1
e = k + - este element neutru 1p
’ _ 1

X —k——kz(x_k),xEG,x;tk,k>1 1p
x=k i% € G sunt singurele elemente simetrizabile 1p




'_’ MINISTERUL EDUCATIEI

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD ' I
ST CERCETARII

Strada Corneliu Coposu nr.26, Telefon: 0257 / 28 0008, Fax 0257 / 21 47 46, @
web : www.isjorad.ro e-mail: inf_arad@isjarad.ro

3. Determinati functia f:(0,o0) » R, stiind ca admite o primitivda F astfel incéat

X+1

m,VXe(O,w) si F(1)=1-In(1+e)

xf (X)+F(x)=

Solutie:

Dacd F este o primitivd a functiei f pe (0,0), atunci F este derivabild pe (0,0) si

F'(x)=f(x),vxe(0,0). Observim ca (XF(X))'zXf(X)+F(X),VX€(0,oo), deci

(XF (X))=X—+1 si prin urmare xF(x):(0,0) - R este o primitiva a functiei
x(l+ xex) ’
x+1
x(1+xeX)’ (0,00) > R.

Calculam atunci | = j x+1 dx = I (X +l) ¢ dx . Facem schimbarea de variabild xe* =t
x(1+ xex) xex(1+ xex)

;)dt =I%dt—j$dt =In[t|~In[t+1+C, de unde

si obtinem |t=jt o=
+

| =In|xe*|~In|xe* +1+C =In(xe*) - In(xe" +1)+C , deoarece x &(0,0).

X

xe
xe* +1

Prin urmare xF(x):In[ j+C,VXG(O,oo), deci

F(x)=§In(xexf+1j+%,we(o,oo).

Cum F(1)=1-In(1+e) avem ci 1—In(1+e):ln(ilj+c, deci C=0. Deci
e+

F(x)= 1 In (L]J,VX e(0,0). Atunci
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Detalii de rezolvare .
asoclat
Observa ca (xF(x))'zxf (x)+F(x),vx e (0,) 1p
¢ v e e o .. x+1
Arata caxF (x): (0,0) — R este o primitiva a functiei prepEwet (0,0) > R 1p
< X+1
Calculeaza | = j—dx 2p
X (1+ xex)
. 1 xe* C
DetermmaF(x):—In - +—,VXe(0,oo) 1p
X xe” +1 X
AratacaC=0 1p

Determina f

1p
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2
4. Calculati fwexsinx dx ,x > —2.
(x+2)3
Solutie:
. x?+3x+3 % sin do = fexsinx f e*sinx p f e*sinx dy =
B (x +2)3 ¢ rsmxax = x+2 (x +2)2 x (x+2)3 x=
= 11 - 12 + 13
I_feXsinxd _J‘ 1 [1x ' ]rd ~
el x = x+22€ (sinx —cosx)| dx =
e*(sinx —cosx) 1 [ e*(sinx —cosx)
= + —f dx
2(x + 2) 2 (x + 2)?
I = eXSinxd_J‘x. 1 iy =
37 ) (x+2)3 x = | etsinx( 2(x+2)2) x=
B e*sinx N 1 (e*sinx)" e*sinx N 1j‘ex(sinx+ COS X)
T T2 +2272) 22 YT T2k + 22" 2 (x + 2)2
Deci,
I = Il - 12 + 13 =
B e*(sinx — cosx) N 1 j e*(sinx — cos x) e*sinx e*sinx N
2(x + 2) 2 (x + 2)2 Tl a2 YT 2+ 2)2
N 1 J e*(sinx +cosx) ~ e*(sinx —cosx)  e*sinx +C
2 x+2)? KT 2+ 2 2(x + 2)?
Detalii de rezolvare Bare:m
asociat
B f e*sinx p e*sinx dx + e*sinx dx =1 —L +1 5
) x+2 x (x +2)2 x (x +2)3 =TT P
e*(sinx — cosx) 1 [ e*(sinx — cosx)
2(x+2) 2 (x + 2)?
e*sinx 1 [ e*(sinx + cos x)
2(x+2)? 2 (x +2)2
- e*(sinx — cosx) e*sinx +e
o 2(x+2) 2(x + 2)2 1p




