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CLASA a XII -a 

 

SOLUȚII ŞI BAREME ORIENTATIVE 

 

 

Notă: Fiecare subiect se punctează de la 0 la 7 puncte.  

           Pentru orice soluție corectă, chiar dacă este diferită de cea din barem, se acordă 

punctajul corespunzător. 

 

 

1. Fie ( ),G   un grup cu elementul neutru e și  , \x y G e  astfel încât ( )ord 2,x =
6y e=

și 
4xy y x= . Să se arate că ( )ord 3y = și xy yx= . 

Soluție: 

Deoarece ( ) 2ord 2x x e=  =  și cum
4xy y x= avem ( ) ( ) ( )

2 4 5 2 5yx y xy x y y x x y x y= = = = . 

Atunci, din 
6y e=  obținem ( ) ( )

3 5 6yx y yx y x x= = = . Prin urmare, ( ) ( )
2

6 3 2 .yx yx x e = = =
 

 

Dar ( )
2 5yx y=  și deci 

15y e= . Prin urmare ( )
2

6 3y y e = , de unde 
3y e= . Cum 3 este prim, 

iar  \y G e  avem că ( )ord 3y = . 

Mai mult, 
4 3 .xy y x y yx eyx yx= = = =  

Detalii de rezolvare 
Barem 

asociat 

Arată că ( )
2 5yx y=  2p 

Arată că ( )
3

yx x=  1p 

Arată că ( )
6

.yx e=  1p 

Arată că 
3y e=  1p 

Justifică faptul că ( )ord 3y =  1p 

Arată că xy yx=  1p 

 



 
 

2. Fie 𝑘 ∈ (1,+∞) și 𝐺 =  (−∞,
𝑘2−1

𝑘
] ∪ [

𝑘2+1

𝑘
, +∞)  . 

Se consideră operaţia  𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑘𝑥𝑦 − 𝑘2(𝑥 + 𝑦) + 𝑘3 + 𝑘, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. 

a) Să se demonstreze că 𝑡 ∈ 𝐺 dacă şi numai dacă |𝑡 − 𝑘| ≥
1

𝑘
 , ∀ 𝑘 ∈ (1,+∞) .  

b) Arătaţi că „ ∗ ” este lege de compoziţie pe G.  

c) Studiaţi existenţa elementului neutru și a elementelor simetrizabile.  

Soluție:  

a) 𝑡 ∈ 𝐺 ⇔  𝑡 ∈ (−∞,
𝑘2−1

𝑘
] ∪ [

𝑘2+1

𝑘
, +∞)  ⇔   𝑡 − 𝑘 ∈ (−∞,

−1

𝑘
] ∪ [

1

𝑘
, +∞)  ⇔ 

  |𝑡 − 𝑘| ≥
1

𝑘
 , ∀ 𝑘 ∈ (1,+∞) 

b) Fie 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ⇒ |𝑥 − 𝑘| ≥
1

𝑘
  și |𝑦 − 𝑘| ≥

1

𝑘
 ⇒ |(𝑥 − 𝑘)(𝑦 − 𝑘)| ≥

1

𝑘2
  

   ⇒ |𝑥𝑦 − 𝑘𝑥 − 𝑘𝑦 + 𝑘2| ≥
1

𝑘2
⇒ |𝑘𝑥𝑦 − 𝑘2(𝑥 + 𝑦) + 𝑘3| ≥

1

𝑘
 ⇒ 

   ⇒ |𝑘𝑥𝑦 − 𝑘2(𝑥 + 𝑦) + 𝑘3 + 𝑘 − 𝑘| ≥
1

𝑘
 ⇒  |𝑥 ∗ 𝑦 − 𝑘| ≥

1

𝑘
 ⇒  𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐺  

c) Fie 𝑒 ∈ 𝐺 astfel încât 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥 , ∀ 𝑥 ∈ 𝐺 

𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥 , ∀ 𝑥 ∈ 𝐺 ⇒  𝑘𝑥𝑒 − 𝑘2(𝑥 + 𝑒) + 𝑘3 + 𝑘 = 𝑥, ∀ 𝑥 ∈ 𝐺 ⇒ 

⇒ (𝑥 − 𝑘)(𝑘𝑒 − 𝑘2 − 1) = 0, (∀) 𝑥 ∈ 𝐺 ⇒ 𝑘𝑒 − 𝑘2 − 1 = 0 ⇒ 𝑒 = 𝑘 +
1

𝑘
 ∈ 𝐺. 

𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 , ∀ 𝑥 ∈ 𝐺 ⇒  𝑘𝑒𝑥 − 𝑘2(𝑒 + 𝑥) + 𝑘3 + 𝑘 = 𝑥, ∀ 𝑥 ∈ 𝐺 ⇒ 

⇒ (𝑥 − 𝑘)(𝑘𝑒 − 𝑘2 − 1) = 0, (∀) 𝑥 ∈ 𝐺 ⇒ 𝑘𝑒 − 𝑘2 − 1 = 0 ⇒ 𝑒 = 𝑘 +
1

𝑘
 ∈ 𝐺. 

⇒ 𝑒 = 𝑘 +
1

𝑘
 este element neutru. 

𝑥 ∈ 𝐺 simetrizabil ⟺ (∃)𝑥′ ∈ 𝐺 astfel încât 𝑥′ ∗ 𝑥 = 𝑥 ∗ 𝑥′ = 𝑒. 

𝑥 ∗ 𝑥′ = 𝑒 ⟺ 𝑘𝑥𝑥′ − 𝑘2(𝑥 + 𝑥′) + 𝑘3 + 𝑘 = 𝑘 +
1

𝑘
 ⇒  𝑘2𝑥𝑥′ − 𝑘3(𝑥 + 𝑥′) + 𝑘4 − 1 = 0 

⇒ 𝑥′𝑘2(𝑥 − 𝑘) = 𝑘3𝑥 − 𝑘4 + 1
𝑥≠𝑘
⇒   𝑥′ =

𝑘3𝑥 − 𝑘4 + 1

𝑘2(𝑥 − 𝑘)
⇒ 𝑥′ − 𝑘 =

𝑘3𝑥 − 𝑘4 + 1

𝑘2(𝑥 − 𝑘)
− 𝑘 

⇒ 𝑥′ − 𝑘 =
1

𝑘2(𝑥 − 𝑘)
 , 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑥 ≠ 𝑘, 𝑘 > 1  

Dar 𝑥′ ∈ 𝐺 ⇒ |𝑥′ − 𝑘| ≥
1

𝑘
 ⇒ |

1

𝑘2(𝑥−𝑘)
 | ≥

1

𝑘
⇒ |𝑥 − 𝑘| ≤

1

𝑘
, ∀ 𝑘 > 1 

Cum |𝑥 − 𝑘| ≥
1

𝑘
 și |𝑥 − 𝑘| ≤

1

𝑘
 ⇒ |𝑥 − 𝑘| =

1

𝑘
 ⇒ 𝑥 = 𝑘 ±

1

𝑘
∈ 𝐺, ∀ 𝑘 > 1 sunt singurele 

elemente simetrizabile. 



 
 

 

Detalii de rezolvare 
Barem 

asociat 

a) Arată 𝑡 ∈ 𝐺 ⟺ |𝑡 − 𝑘| ≥
1

𝑘
 , ∀ 𝑘 ∈ (1,+∞)  1p 

b) Fie 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ⇒ |(𝑥 − 𝑘)(𝑦 − 𝑘)| ≥
1

𝑘2
 

Arată |𝑥 ∗ 𝑦 − 𝑘| ≥
1

𝑘
 ⇒  𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐺 

1p 

 

1p 

c) Ajunge la (𝑥 − 𝑘)(𝑘𝑒 − 𝑘2 − 1) = 0, (∀) 𝑥 ∈ 𝐺 

𝑒 = 𝑘 +
1

𝑘
 este element neutru 

      𝑥′ − 𝑘 =
1

𝑘2(𝑥−𝑘)
 , 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑥 ≠ 𝑘, 𝑘 > 1 

      𝑥 = 𝑘 ±
1

𝑘
∈ 𝐺 sunt singurele elemente simetrizabile 

1p 

 

1p 

 

1p 

 

1p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

3. Determinați funcția 𝑓: (0,∞) → ℝ, știind că admite o primitivă F astfel încât 

( ) ( )
( )

( )
1

, 0,
1 x

x
xf x F x x

x xe

+
+ =   

+
 și ( ) ( )1 1 ln 1F e= − +  

 

Soluție:  

Dacă F este o primitivă a funcției f pe ( )0, , atunci F este derivabilă pe ( )0,  și 

( ) ( ) ( )' , 0, .F x f x x=     Observăm că ( )( ) ( ) ( ) ( )' , 0,xF x xf x F x x= +    , deci 

( )( )
( )

1
'

1 x

x
xF x

x xe

+
=

+
 și prin urmare 𝑥𝐹(𝑥): (0,∞) → ℝ este o primitivă a funcției 

𝑥+1

𝑥(1+𝑥𝑒𝑥)
: (0,∞) → ℝ. 

Calculăm atunci 
( )

( )

( )
11

1 1

x

x x x

x ex
I dx dx

x xe xe xe

++
= =

+ +
  . Facem schimbarea de variabilă 

xxe t=  

și obținem 
( )

1 1 1
ln ln 1

1 1
tI dt dt dt t t C

t t t t
= = − = − + +

+ +   , de unde  

( ) ( )ln ln 1 ln ln 1x x x xI xe xe C xe xe C= − + + = − + + , deoarece ( )0,x  . 

Prin urmare ( ) ( )ln , 0,
1

x

x

xe
xF x C x

xe

 
= +    

+ 
, deci 

( ) ( )
1

ln , 0,
1

x

x

xe C
F x x

x xe x

 
= +    

+ 
. 

Cum ( ) ( )1 1 ln 1F e= − +  avem că ( )1 ln 1 ln
1

e
e C

e

 
− + = + 

+ 
, deci 0.C =  Deci 

( ) ( )
1

ln , 0,
1

x

x

xe
F x x

x xe

 
=    

+ 
. Atunci  

( )
( )

'

2 2

1 1 1
ln ln

1 1 1

x x

x x x

xe xe x
f x

x xe x xe x xe

     +
= = − +     + + +    

 

 

 

 

 



 
 

Detalii de rezolvare 
Barem 

asociat 

Observă că ( )( ) ( ) ( ) ( )' , 0,xF x xf x F x x= +     1p 

Arată că𝑥𝐹(𝑥): (0,∞) → ℝ este o primitivă a funcției  
𝑥+1

𝑥(1+𝑥𝑒𝑥)
: (0,∞) → ℝ 1p 

Calculează 
( )

1

1 x

x
I dx

x xe

+
=

+
  2p 

Determină ( ) ( )
1

ln , 0,
1

x

x

xe C
F x x

x xe x

 
= +    

+ 
 1p 

Arată că C = 0 1p 

Determină f 1p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

4. Calculați ∫
𝑥2+3𝑥+3

(𝑥+2)3
𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥  , 𝑥 > −2. 

 

Soluție: 

𝐼 =  ∫
𝑥2 + 3𝑥 + 3

(𝑥 + 2)3
∙ 𝑒𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ∫

𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥 + 2
 𝑑𝑥 − ∫

𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

(𝑥 + 2)2
 𝑑𝑥 + ∫

𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

(𝑥 + 2)3
 𝑑𝑥 =  

= 𝐼1 − 𝐼2 + 𝐼3 

 

𝐼1 = ∫
𝑒𝑥 sin 𝑥

𝑥 + 2
𝑑𝑥 =  ∫

1

𝑥 + 2
[
1

2
𝑒𝑥(sin 𝑥 − cos 𝑥)]

′

𝑑𝑥 = 

=
𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥)

2(𝑥 + 2)
+
1

2
∫
𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 − cos 𝑥)

(𝑥 + 2)2
 𝑑𝑥 

𝐼3 = ∫
𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

(𝑥 + 2)3
 𝑑𝑥 = ∫𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥(−

1

2(𝑥 + 2)2
)′ 𝑑𝑥 = 

= −
𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

2(𝑥 + 2)2
+
1

2
∫
(𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥)′

(𝑥 + 2)2
𝑑𝑥 = −

𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

2(𝑥 + 2)2
+
1

2
∫
𝑒𝑥(sin 𝑥 + cos 𝑥)

(𝑥 + 2)2
𝑑𝑥 

Deci,  

𝐼 = 𝐼1 − 𝐼2 + 𝐼3 = 

=
𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥)

2(𝑥 + 2)
+
1

2
∫
𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 − cos 𝑥)

(𝑥 + 2)2
 𝑑𝑥 − ∫

𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

(𝑥 + 2)2
 𝑑𝑥 −

𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

2(𝑥 + 2)2
+ 

+
1

2
∫
𝑒𝑥(sin 𝑥 + cos 𝑥)

(𝑥 + 2)2
𝑑𝑥 =

𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥)

2(𝑥 + 2)
−
𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

2(𝑥 + 2)2
+ ∁ 

 

Detalii de rezolvare 
Barem 

asociat 

𝐼 = ∫
𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥 + 2
 𝑑𝑥 − ∫

𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

(𝑥 + 2)2
 𝑑𝑥 + ∫

𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

(𝑥 + 2)3
 𝑑𝑥 = 𝐼1 − 𝐼2 + 𝐼3 2p 

𝐼1 =
𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥)

2(𝑥 + 2)
+
1

2
∫
𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 − cos 𝑥)

(𝑥 + 2)2
 𝑑𝑥 2p 

𝐼3 = −
𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

2(𝑥 + 2)2
+
1

2
∫
𝑒𝑥(sin 𝑥 + cos 𝑥)

(𝑥 + 2)2
𝑑𝑥 2p 

𝐼 =
𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥)

2(𝑥 + 2)
−
𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥

2(𝑥 + 2)2
+ ∁ 1p 

 


