OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 16 februarie 2013
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE-CLASA a IX-a

1. Fie numerele a,b, x,y €(0,+x) in relatia de ordine a<x <y <b. Sa se arate ci:
a
a) —<

a_xX ¥
b y x

; b) (a2+b2)xy2ab(x2+y2).
Gheorghe Marchitan, Suceava

Solutie. a) Avem ysb@%si si a<x, de unde rezultd %sﬁ(l).
y y
X y - . 1 1 . . y_b . . .
X<y=—<1<-=(2). Din inegalitatea a<x<—<= si y<b rezltd =<—(3). Din cele trei relatii
y X X a X a

obtinem concluzia.
b) Din inegalitatile de la punctul precedent avem ay —bx <0 si ax—by <0. Obtinem (ay —bx)(ax—by)>0,

ceea ce ne conduce la a*xy —aby” —abx’ +b?xy > 0<>(a” +b” )xy > ab(x* + y*).

Barem.
. a X

a) Demonstreazd —<— ... 1p

by

Demonstreaza X < D 1p
y X

Demonstreaza Y < E ......................................................................................... 1p
X a

b) Deducerea INE@alitatil ... ...ttt ittt ittt e et et et et et et et e e aaaaas 4p

2. Sa se determine functiile f,g:N — N stiind ca:
a) f(0)=0 si f(n)=0 pentru orice numar natural nenul n;

b) nzf(n)+m2f(m):(f2(n)+fz(m)—f(n)-f(m))-g(m+n), oricare ar fi m,ne .

Cristian Amordritei, Suceava
Solutie. in relatia de la punctul b) luim m=0 si obtinem:
n’f(n)=1f*(n)g(n)< f(n)(n* - f(n)g(n))=0,vneN=g(n)=
9(1)f(1)=19(1),f(1)eN=>g(1)=f(1)=1
In relatia de la punctul b) luam m=1 si obtinem: n?f (n)+l:(f2 (n)+1-f (n))-g (n+1),vneN. Folosind

n2

f(n)

VneN (1),

| (n+1)
(1) deducem: nzf(n)+1:(f2(n)+1— f (n)) f(n+l),VneN<:>
. (n+1)° o N .

f(n+1) :( f2(n)+1-f (n)) ~W,Vn e N. Se demonstreazi folosind metoda inductiei matematice

N a,n=0
cd f(n)=n,vneN. In final rezulta g(n):{ ,aeN.

nn=1
Barem.
2

Obtine g(n)= f?n),VneN* ........................................................................ 2p
Deduce g(1)=f (1) =L i 1p
Demonstreazi f(n+1):(f2(n)+1—f(n))-nz(?zrnl)) l,VneN ...................... 2p
Determina functia f..........coooiiviiiiiiininnn.. 1p




| Determind fUNCHA g voeveseesaeeeeaaaen et aenseiieiaeiraeaeaaaaseanaasaasae senneeeeeenans | 1p |

3. Fie rombul ABCD de centru O si punctul N e (AB). Prin N se construieste o dreapta paraleld cu BC

care intersecteaza dreapta DCTn M . Construim prin N o paraleld la AC care intersecteazd MB Tn E sio

paraleld la DB care intersecteazi MA Tn F . Notdm cu S mijlocul segmentului [AB] si MS N EF ={G}.

Demonstrati ca:
EB FA

8 —+——-=
EM FM

L b) G este centrul de greutate al triunghiului ABM; c) 20G=GN.

Anca Andrei, Suceava
Solutie. a) Deoarece NE || AC si ABCD este romb rezultd ca <<BNE =<cMNE . Din teorema bisectoarei

EB NB

avem —— =——. Analog se demonstreaza ca <ANF = <«<MNF si din
EM NM
teorema bisectoarei avem FA = NA . Adunand cele doua egalitati
FM NM
obtinem ca E + ﬂ =1.
s EM FM

b) Demonstram ca dreapta EF trece prin centrul de greutate al AAMB
N F si cum EF intersecteaza mediana [MS] in punctul G va rezulta ci G

este centrul de greutate al AAMB . Notim EB = wE-_L1 VB

B .10
° EM 1+u
E =g B
FM 1+v
greutate al AAMB = M—Q=%(W+W):12VW+1;” W, o
" lgv +1J;U =1, de unde rezulta ci punctele F,E,G, sunt coliniare.
[o]

Prin urmare avem ca G =G;.

c) E:u:ﬁzi = ON=u-OA+(1-u)-OB.
NM NA 1-u
Me _NB_ U . OM=u-0D+(1-u)-OC = (u-1)-OA-u-OB.
MD NA 1-u

Deoarece G  este centrul de greutate al AAMB = 30G =0A+OB+OM = OA+OB +
(u-1)-OA-u-OB =u-OA+(1-u)-OB=ON = 20G=GCN.

Barem.

EB
a) Demonstreaza = 1 = 2
) M $ p

Finalizare EJrﬂzl ............................................................................... 1p
EM FM

b) Demonstreaza ca G este centrul de greutate al triunghiului ABM ... 2p

C) DEMONSLIATEA CETIMERT ...t ut ettt ettt et et et et et et et et e e et e et e e e et et e e eanenns 2p

4. Fie triunghiul neisoscel ABC, P un punct in interiorul triunghiului, APNBC={D}, BPNAC={E},

CPNAB={F}. Se considera D, e(AB) si D, e(AC) picioarele bisectoarelor unghiurilor <ADB si

4ADC, E, €(BC) si E, e(BA) picioarele bisectoarelor unghiurilor <BEC si <BEA, iar F, e(CA) si



F,e(CB) npicioarele bisectoarelor unghiurilor «CFA si <«CFB. Daci {A}=DD,NBC,

{B}=EE,nAC si {C'}=FRF,nAC,sasearatecd A, B', C' sunt puncte coliniare.
Dan Popescu, Suceava
Solutie.

Conditia AB#BC#CA#AB, teorema bisectoarei si axioma Pasch asigurd determinarea punctelor
A'eBC —[BC], B'e AC—[AC] si C'e AB—[AB]. Fixdm cazul Be(A'C). Se aplica teorema Menelaus
A'B DZA. D,B"biss AD DB DB

triunghiului ABC si transversalei A'—D;—D; si se obtine = = —-——=——,adica A'si
A'C D,C DA DC AD DC
. C . . . .. B'C EC
D sunt puncte conjugate armonic 1n raport cu B si C. Analog mai obtinem relatiile: ﬁ:a si
ﬂ:ﬂ. Din teorema lui Ceva si reciproca teoremei Menelaus, se deduce £~£~ﬂ:1, de unde
C'B FB A'C B'A C'B
concluzia problemei.
A

Barem.
Realizarea unui figuri COTESPUNZALOATE. ... ....uuineir i et iet et e e et ie e e e ieneaeenn 1p
Aplica teorema Menelaus triunghiului ABC si transversalei A'-D;-Dy ....ovvvviiiiiii, 1p
Aplica teorema bisectoarei in triunghiurile ADC, respectiv ADB..............c.cccveviunnees 1p

A'B D,A DB AD DB DB
Deduce = : o e e 1p

A'C D,C DA DC AD DC
Analog scrie relatiile : EZE si ﬂ:ﬂ 1p

B'A EA  C'B FB
Din teorema lui Ceva E~E-ﬂ:1 ........................................................... 1p
DC EA FB

Deduce EE%:1 de unde concluzia problemei. 1p

A'C B'A C'B

Nota: Orice alta solufie corectd se va puncta corespunzator.



