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SUBIECTUL I
Fie a,b,c,d e R astfel incat a+b=t=0 si ab=cd . Se considera multimea:

ax+1 0 «cx
M= O 0 o0 | XeR\{—l} . Aratati ca:
t
dx. 0 bx+1
a) (M,-) este grup abelian.

b) (M,-) este izomorf cu grupul (G,*) unde G = R\{—%} S X*Y=X+Yy+Ixy.

Solutie:
ax+1 0 cx

a) Fie M (x)=| 0 0 0 [xeR \{— %} Se verifica prin calcul direct:
dx 0 bx+1

w3 o

si (X +%](y +%j 20 XY+ X+ Yy # —% , se deduce astfel partea stabila.  (1,5p)

Asociativitatea (0,5p)

Comutativitatea (0,5p)

Element neutru E =M (0) (0,5p)

-1 X
M =M| - M . 1

(M (x)) [ tmje (1p)
b) Sealege f:G—> M, f(x)=M (XT_:LJ sicu (1) se aratd ca (1p)

i) f(xy)=Ff(x)f(y).vx,yeG (1p)

ii) T bijectiva. (1p)

SUBIECTUL Il Fiesirul (1) _, cu termenul general:

n

e™ (tg" 'x+tg"x+1tg""x)dx, n > 1.

Ot N |y
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Sa se calculeze: lim n(”2 nl, —1).

nN—o0

Solutie:
Avem
I, = [$(e*tgx)"te*(1 + tgx + tg®x)dx = ... (2p)
n . T
= Jp(e*tg)"H(e*tgx)'x = ~ (e tgx)" 8 =—et. ... p)

T

Atunci n ("z\/n_ln - 1) =n (e% - 1) =2 n£—1 - (2p)

IS

NE

4n
. . T
Deci limita ceruta este PRNEREEE (1p)
SUBIECTUL Il Fie I,J intervale si f:l — R" o functie cu primitiva F: 1 - R
bijectiva.

-1
X
a) Sa se calculeze I ) dx,xeJ.

In( NN 1)
b) Sase calculeze dx,xeR.

Solutie:

a) Din F bijectivd = F(F™(x))=x, ¥xeJ.

Prin derivare obtinem

Fr(F(x)-(F)(x) =1 ¥xe d @(Fl)'(x)=ﬁ,xe\3 (2p)
si astfel |

S0 =P (0] =P 00 i e @
deci J' (Ijl(z())())dx:%(lzl( )) +C, xel (1p)
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b) Metoda I:
In(x+»\/x2+1)
'[ X2 +1
(2p)
Metoda I1: Fie f(x)=

dx =I(In(x+ﬂ))l . In(x+m)dx :%In2 (X—I—M)—I—C

X X —X

+e % e

©*¢ XeRs§iF:R->R F(x)=

—e
. Avem

F'= 1, F bijectiva si cum F~*(x)=In(x+VX 1), xeR= f (F™(x)) = +1
In(x+\¢x + )
\/_ dx = '[ F

SUBIECTUL IV Fie (A+,-)uninel si a,be A, astfel incat (a+b)* =a? +b? si

deci

F*(x) dx=l|n2(x+«/x2 +l)+C. (2p)
1(X 2

a+b)’ =a®+b°.
(a+b)

Sa se arate ca (a+b)n=a"+b”,VneN,n24. (G.M)
Solutie:

Din (a+ b)2 =a® +b? rezultd ca ab=-ba, deci ab? = abb =—bab =b?a.

Cum a°+b° =(a+b)’=(a+b)(a+b)’ =(a+b)(a’ +b*)=a’+ab’ +ba’+b’, rezulta ca

ab”> = —ba®. Aritim prin inductie ci a"b =-b"a. Proprietatea este adevirata pentru n=1 si
n=2.

Avem a"'h=a"(ab)=-a"ba=b"a* =b"'ba’ =—b"'ab* =—b"'b’a=-b""a.

Aratam prin inductie ca (a+ b)n =a" +b". Proprietatea este adevarata pentru ne{l, 2,3}.
Presupunem adevarata pentru n. Atunci

(a+b)" =(a+b)"(a+b)=(a"+b")(a+b)=a""+a'b+b"a+b™ =a™* +b"*

Ceea ce trebuia demonstat.

Se puncteaza orice rezolvare corecta diferita de cea din barem





