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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 22.02.2019 —

CLASAAV-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului

1. Suma a doud numere naturale este 24. Care este cea mai mare valoare posibila a produsului
lor?

Solutie:

Notam numerele cuasib $i a+b =24 ...ccccoeiiriiiiiiiieeeeee e Ip
Avem: 0+24=1+23=2+422=...=22+2=2341=2440 ccceecververerrerrne.. Ip
Cazurile distincte sunt: 4p

a 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12

b |24 |23 22|21 20|19 | 18 | 17 | 16 | 15| 14 | 13 | 12

ab | 0 [ 23 ][44 | 63 | 80 | 95 | 108|119 ]128 | 135]140 143|144

Valoarea maxima a produsului este 144. ........cccooiiiiiiiiiinieeeeeeee e Ip

2. Se considera numerele naturale:
a=102019_9.102018_9.102017_ _9.1086
b=5"-25"125"-625" (27 +2% +2% +2)

a) Sa se compare numerele a si b.

b) Sa se determine numarul cifrelor diferite ale numarului n = (a + b)3 .

c) Sa se afle restul impartirii luialab.

Solutie:

a) a=10""=9(10™" +10™" + _.+10%) =10 - (10" =10%) ................ 1p
a=10"" =10 +10% =10* =10?-10* =100-10% (1) vreeerrrrrrrrrrrrrrrrrrrreeen 0,5p
b=5"-5"5"-5 2% (2422 4 241) oo 0,5p
b=5"-2%15=15-10%  (2) cooreieeieriiriieeeceeec e 0,5p
Din (1)si (2) avem a>b (100>15) ... 0,5p
b) n=(a+b) =(100-10% +15:10% ) = (115:10% )’ ooresccsmsvrrrnrnrn Ip

B =1520875-10%7 oot 0,5p
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In scrierea lui n exista 6 cifre diferite (1,5,2,0,8,7) cveeeeeeeieeeeeeeee e 0,5p
¢) a=100-10* =6-15-10 +10-10% =6b+10% ....cocovovoieieeeeeeeeeeeen 1p

0<10% =10-10* <1510 =D oo 0,5p
Restul impartirii lui alab este 10% ......ccooovimiviieeeeeeeeeeeeeee e 0,5p
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3. Impirtind suma a doua numere naturale la treimea diferentei lor se obtine catul 4 si restul
15. Sa se afle cele doud numere, stiind ca ca unul dintre ele este cu 2019 mai mare decat

celalalt.

Solutie:

Notam numerele cu a si b.

a+b=4[(a-b):3]+15,0<15<(a=b):3 (1) cooeoivriiriiiiiee, 2p
Dar a=b+2019=a~b=2019 (2) ctovecirreiriiraiiieiieeeeeee Ip
Din (1)si (2)obtinem: a+b=4-2019:3+15,0<15<2019:3 ................. Ip
a+b=4-673+15=a+b=2707 (3) e Ip
Din (2)si (3)obtinem: @ =2363,0=344 ..o 2p

4. Suma a 15 numere naturale consecutive este un numar cu cifre diferite, printre care se afla

cifrele 0, 1, 2 si 4. Care este cel mai mic numar posibil dintre cele 15 numere?

Solutie:

Notam numerele cu a, at1, at+2, ..., at14.
S=a+(a+1)+(a+2)+..+(a+14)=15a+(1+2+..+14) (1) cocevrernnne. Ip
A=(142+.+14) =[(1+14)-14]:2=15-7 (2) oo Ip
Din (1)si (2) obtinem: S=15(a+7) (3) oo, 1Ip
Din (3)= S:3= suma cifrelor lui S este multiplu de 3 (4) ......cc.ccoeurnnen. Ip
Dar a e minim = S e minim i 0+1+2+4=7—%55=10245 (5) ....1p
Din (3)si (5) obtinem: 15(a+7)=10245 ....cccccoovrrimrimrrnriiriinrnnnnnnnn. Ip
A+T =683 A =070 cceeeiiiiiiiiiiiiieeet et Ip

Concluzie: cel mai mic numar cautat este 676.
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 22.02.2019 —

CLASA AVI-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului

1. Se considera multimile A ={12-m+5|m€eN}siB={18p+11|p € N}.
a) Aratati ca numarul 101 € AN B.
b) Aratatica 10" +1 € AN B, pentru oricen € N, n = 2.
Solutie:
a) Avem 101 =12-8+5€ 451101 =185+ 11 € B de unde deducem 101 € AN B.
b) Fiex€ANB. Avemx=12-m+5 si x =18 -p+ 11. Adunand 7 la fiecare egalitate
obtinem:
x+7=12-m+12=12-(m+ 1) =M,, (1)
x+7=18p+18=18-(p+1) =Mz, (2)
Cum [12, 18] = 36 avem ca x + 7 = M3 de unde obtinem x = M35 — 7, (3).
Scriem 10" +1 = 10™ + 8 — 7. Deoarece 10" + 8:9 si 10" + 8:4 pentru oricen € N, n = 2
si (4,9) =1 avem 10™ + 8:36, adica 10" 4+ 8 = M54 de unde se obtine
10"+ 1=M3,—7, (4).
Din (3) si (4) avem ca 10" +1 € AN B.

Detalii de rezolvare Bare.m
asociat
a) Deduceca 101 =12-8+5€ 4 51101 = 185+ 11 € B de unde se obtine

CAL0T € AN B ot e 2p
D) DedUCE X = M igg — 7 ottt e e 2p
Scrie 10™ + 1 = 10™ 4 8 — 7 1ottt Ip
Argumenteaza cad 10™ 48 = Migg ..vuuiininiiieiiiiaei e Ip
Finalizare: 10" 4+ 1 = M3, — 7 de unde se obtine 10"+ 1 €ANB ............... lp
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2. a) Fie numarul natural A = (1 4+ 2+ 3+ ... + 999) - n 4+ 1000. Determinati cel mai mic
numir natural n pentru care numarul A este divizibil cu 10° .

b) Aflati perechile de numere naturale care au produsul 2400 si c. m.m.d.c este 10.

Solutie:
a) Din suma lui Gauss avem

_999-1000

A ‘n+ 1000 =999 -500-n+ 1000 = 500+ (999 - n + 2)

Cum A:10° si A este minim avem 500 (999 -n+ 2) = 10° < 999 - n + 2 = 2000 de

unde avem n = 2.

b) Fie a si b cele douda numere naturale. Din (a,b) = 10 avem a =10k si b = 10 - p,
unde (k,p) =1sik,p € N".Cuma-b= 2400 avem k-p = 24, (k,p) =1si k,p € N*, de
unde distingem urmatoarele cazuri:

1) k=1sip=24deundeavem a = 10 si b = 240;

2) k=24sip=1deundeavem a = 240si b = 10;

3) k=3sip==8deundeavem a = 30si b = 80;

4) k=8sip=3deundeavem a = 80 si b = 30;

Avem ci (a,b) € {(10, 240), (240, 10), (30, 80), (80,30)}.

Detalii de rezolvare Bargm

asociat
a) Calculeazd A =500-(999 14+ 2) ..ottt Ip
Precizeaza ci A:10°, A este minim sideducecdn =2 ...........ccceeeiiiininnn... 2p

b) Din (a,b) =10avema =10-ksib = 10-p, unde (k,p) =1sik,p € N*

deduce CAk P =24 ... o lp
Discuta fiecare caz posibil ..........coiiiiiiii i 2p
Precizeaza perechile (10, 240), (240, 10), (30,80), (80,30) ...............cc....... Ip




ol i .= 'ﬂi

romania2019.eu

@ INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD

3. In interiorul unghiului <A0B avand misura de 108°, consideram punctul P si notim cu
a = m(<XAOP), b = m(<BOP).
a) Aflatiasib,daci17-a—19-b = 18°.
b) Fie M € Int(XxAOP), N € Int(XPOB) astfel incat m(XBOM) =5 - m(XAOM),

m(«BON) =% - m(XAON). Aritati cd XAOB si <KMON au aceeasi bisectoare.

Solutie:

a) Din faptul ca P este un punct interior XAOB avem 0 .
m(XAOP) + m(«xBOP) = m(XAOB) de unde deducem ci a + b= 108°, (1). Cum 17 - a —
19 - b = 18% avem ci

18-a—a—-18b—b=18°<= 18- (a—b) =18° + a + b,
de unde deducem a — b = 7°, (2). Adunand relatiile (1) si (2), membru cu membru, obtinem
2-a=115°= a=57°30"si b = 108° — 57°30" = 50°30.

b) Notim m(XAOM) = x. Din m(XBOM) =5 -m(XAOM) =5-x si M € Int(XxAOP)
avem m(LAOB) = m(XAOM) + m(XBOM) = x+5-x=6-x. Rezulti ca 6-x = 108°,
adica x = 18° de unde m(xA0M) = 18°.

Notim m(«XBON) =y . Din m(XBON) =% ‘m(<XAON) & 5+ m(XBON) = m(<AON) ,

adica m(XAON) =5-y sicum N € Int(XPOB) avem

m(XAOB) = m(XAON) + m(¥BON) =5-y+y=6-y
Rezulticd 6y = 1089, adici y = 18° de unde m(«xBON) = 18°.
Fie [OF bisectoare <AOB. Avem ci m(<AOE) = m(XEOB) = m(£AO0B):2 = 54°.

m(XMOE) = m(xA0E) — m(xAOM) = 54° — 18° = 36"
m(«XNOE) = m(XBOE) — m(<BON) = 54% — 18° = 36"

Avem ca E € Int(XMON) si <MOE = <NOE de unde rezultd ca [OF este bisectoarea

IMON. Deducem ca <AOB si *MON au aceeasi bisectoare.

} = m(XMOE) = m(<NOE).
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Detalii de rezolvare Bargm

asociat
Figura corespunzatoare problemel .........oouuieneiiniiee i iieaieeiiiaaiiaaanaannn, Ip
a) Deduce relatiilea+b=108"sia—b=7° ................................... lp
Determind a = 57°30 si b =50030" ...........cooiiiiiiiiii e, Ip
b) Deduce m(KXAOM) = 180 ... . ... .. Ip
Deduce M(ZBON) = 180 L. oo Ip
Argumenteaza cad XAOB si KMON au aceeasi bisectoare .................cccoeene.n... 2p

4. Se considera unghiurile AOB, BOC si BOD astfel incat <xAOB si ¥«BOC sunt adiacente
suplementare, iar XAOB si <BOD sunt neadiacente complementare. Daca

m(xCOD) = 135, determinati misura <AOB.

Solutie:
Fie m(xAOB) = a, m(xBOC) = b si m(XBOD) = c.
Din faptul ca <A0B si «BOC sunt adiacente suplementare, avem
m(LAOB) + m(¥BOC) = a+ b = 1807, (1).
Din faptul cd <AO0B si ¥BOD sunt neadiacente complementare avem
m(XAOB) + m(¥BOD ) = a + ¢ = 90°, (2)
si cd <AOB si <BOD sunt ascutite (< 90°).

Se disting doua cazuri:

o

Cazul I: [OD este inclusi in interiorul <A0OB
Avem m(XAOB) = m(«xBOD), adicia > c.
Din (1) si (2), prin scadere, obtinem
(a+b)—(a+c)=b—c=90% (3).
Cum m(xCOD) = m(xBOC) + m(¥xBOD) = 135° avem b + ¢ = 1359, (4).

A e} c

Din (3) si (4) , prin adunare membru cu membru, obtinem 2+ b = 225° = b = 112°30',

jar din (1) avem cd a = 180° — 112°30" = 67°30". in concluzie m(<¥A0B) = 67°30'.

B
Cazul II: [OA este inclusa in interiorul <BOD \
Avem m(XBOD) = m(XAOB), adici c = a. °

A

o)
=l ]

m(LAOB) + m(¥BOC) = m(xA0C) = 180° de unde
m(xA0D) = m(xA0C)— m(xCOD) = 180° — 135° = 45°
Cum m(<A0D) = m(«xB0OD) — m(<AOB) = ¢ — a avem ca
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c—a=45% (5).
Din (2) si (5), prin adunare membru cu membru, obtinem 2+ ¢ = 135 = ¢ = 67°30 de

unde a = 90° — 67°30" = 22°30". In concluzie m(<A0OB) = 22°30'.

Detalii de rezolvare Bare:m
asociat

Figurile corespunzétoare celor doua cazuri ale problemei ....................oooeneen.. Ip
Noteaza m(XAOB) = a, m(XBOC) = b si m(xBOD) = c, deduce relatiile a +
b =180° (1) sia+ c =90 (2) precizand ci <AOB si <BOD sunt ascutite Ip
Cazul I: [OD este inclusi in interiorul <AOB
Din (1) si (2), prin scidere, obtinem b — ¢ = 90°% (3) ...........coooiiiiiiiiinii Ip
Deduce D 4 € = 1350 (A) .o Ip
M(LAOB) = 6730 ..ottt Ip
Cazul II: [OA este inclusi in interiorul <BOD
Deduce m(<A0D) = 45° si argumenteazicic—a =45 ........................... Ip
Deduce M(LAOB) = 22930  ....ooiiiiiiiiiiiiiii e, Ip
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 22.02.2019 —

CLASA AVII-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului

Lo Artatica(3+1)(241)E+1)(C+1)=(G+1) G+1) G+1)..(G+1).
Solutie :
G+1)G+)G+1)-Gr) =135 553

Gr)Gr)Gr)-Gr)=T 557

Simplificand primul sir cu 8 i 9 se obtine al doilea sir.
Barem

- Face calculul in paranteze si aduce membrul stang la forma

o1 15 16 1
S T s p

- Aduce membrul drept la forma
ST Y 3p

2. Pe prelungirea laturii CD a paralelogramului ABCD se ia punctul P astfel incat
CD=2-DP. Notam BDNAP={M}, BCNPA={N}, DNNAB={G}.Demonstrati cd G
este centrul de greutate al triunghiului MBN.



L I i e 'ﬂi

romania2019.eu

@ INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD §

Solutie :

Avem :CD=2-DP = DP = DTC = ATB si PD Il AB = 1in triunghiul ABM , PD linie mijlocie
= AP=PM si BD=DM = ND mediana in triunghiul BMN.

Avem : BD = DM si AD Il BN = AD linie mijlocie 1n triunghiul BMN = AN=AM =

AB mediana in triunghiul BMN .

Cum AB si DN sunt mediane, ABNDN={G} = G este centrul de greutate in triunghiul BMN.

Barem

| 1< 4 PRSP Ip
Avem DPZDTC =4 si PD Il AB = in triunghiul ABM , PD linie mijlocie = AP=PM si
BD=DM = ND mediana in triunghiul BMN ..........cccccoiiiiiiiiie e 2,5p

Avem : BD = DM si AD Il BN = AD linie mijlocie in triunghiul BMN = AN=AM =

AB mediana in triunghiul BMN ... 2,5p
Cum ABNDN={G} = G este centrul de greutate in triunghiul BMN ......................... Ip
3. a) Demonstrati ¢ o3 + 25 + 5 + . 55 < 1
. a) Demonstrati ca atatat -tz

b) Aratati ca oricare ar fi n, numar rational pozitiv, astfel Incat

1 2 2018 1 1 1 1
—t—4 ...+ = 2017, atunci—+ —+ ... + =—.
n+l  n+2 n+2018 ! n+l  n+2 n+2018 n
Solutie :
1 1 1 1
a) §<—=———
19 1 2
1 1 1 1
Z<T_=773
3 23 2 3
1 1 1 1
<, 737
34 3
1 1 1 1
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<1- <1

= _+ + 2 T +20182 2018

2018
b) — = 2017

n+l—-n n+2—n n+2018—n
e +——=2017
n+1 + n+2 + + n+2018 0

n n

n
1- E-F 1- 2 +1- i3 +1- i +... +1- —2018 =2017

1 1 1

1
08-n( 7+ oot ot e ™7 +2018) 2017

Finalizare n—+—+ A 08—

1
Barem :a) 2<—=

N
Il

Wk N[R R
|

Bk Wk N]R

1 1 1 1
T 2017 2018

2017 2018

+ + >+ . +20182<1—m<1 ......................................

2018
b) m+m+ . +—n+2018 = 2017

n+l-n n+2-n n+2018—n

n+1 n+2 n+2018

n

n n n
ey + 1- 2 +1- 3 +1- ) +... +1- A201E e

1-

1 1 1

1
2018 -n(—=4 —+ —+ —+..+ +2018) 2017 .....

1 1

Finalizare —+—+ ... + T r——————————— lp
n+1

n+2 n+2018 n

4. In triunghiul ABC, AB=AC, m(A)=40° , consideram De(AC) astfel incat

e o 2017 e 1p
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m(ABD)=60° . Bisectoarea unghiului A intersecteaza dreapta BD in E, iar T, apartine
bisectoarei unghiului A, astfel incat E €(AT) si ET=AB. Aratati ca ABTC este romb.
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Solutie :
In triunghiul ABC isoscel , AE bisectoare = AE iniltime si mediani, AELBC si
m(BAC) = 40°, m(4BC) = 70°

Fie Fe(ET) astfel incat m(F BC) = 10°. In triunghiul ABF , m(ABF ) =
70°+ 10° = 80° = A ABF isoscel, cu AB=AF (1)

In A BEF : m(FBE) = m(EBC) + m(FBC) = 10° + 10° = 20°, dar EF1BC =
ABEF isoscel =BE=BF , m(BEF) = 80°
AB=ET
AABF=ATEB (LUL) BF = BE = BT=AF (2)
m(FBA) = m(BET) = 80°
Din (1)+(2)= BT=AB (3)
In AABC isoscel, AE bisectoatea (2): AE mediatoatea (BC), Te AE= TB=TC

Din AB=AC, din (3) si TB=TC =ABTC romb

Barem :
In triunghiul ABC isoscel , AE bisectoare = AE iniltime si mediani, AELBC si

m(BAC) = 40°% m(ABC) = 700 .....oiiiorerrrereieereeinesees s Ip

Fie Fe(ET) astfel incat m(F BC ) = 10°. In triunghiul ABF , m(ABF ) =
70%4+ 10° = 80° = A ABF isoscel, cu AB=AF (1) ...cocevvvvviiieeieeeeeeeeenene, Ip

In A BEF : m(FBE) = m(EBC) + m(FBC) = 10° + 10° = 20°, dar EF1BC =

ABEF isoscel BE=BF , m(BEF) = 807 .........coooommrumrimmrirerereeieeeieseienenn 1p
AB=ET
AABF=ATEB (LUL) BF = BE = BT=AF (2).evererrvererreenns 1p

m(FB\A) = m(m) = 80°
DN (1)H(2)= BT=AB (3).evvvrereeeeeeeeeeeeeeeee e eeeeeeeeee e seeeeeeeee e seeeeeeee Ip

In AABC isoscel, AE bisectoatea (2): AE mediatoatea (BC), TeAE =
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
— ETAPA LOCALA 22.02.2019 —

CLASA A VIII -A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului

Subiectul 1.
a) Daca x,y € R astfel incat —2 < x < 3six — 5y + 2 = 0, calculati

E=+(x+2)2+2y?+(x—3)2+2(y — 1)2.
b) Aritati ci dacd (x —2)2+ (y—3)2=9,atuncix € [— 1,5] si y € [0, 6].

Solutie:
a) Avemx =5y —2si—2 < x < 3 de unde
—2<5y-2<3 | "=0<5y<5 | o0y <1=y€]0,1]
Folosind substitutia facutd x = 5y — 2 obtinem
E=+(5y—2+2)2+2y2++/(5y—2—3)2+2(y — 1)2
= y25y2 +2y2 +/(5y = 5)2 + 2(y — 1)? = /27y? + /25(y — 1) + 2(y — 1)?
=27y2 +27(y = D? = V27 - |yl + V27 - [y = 1| = 33 - (ly| + Iy - 1.
Cum0<y <1si-1<y—1 <0 seobtine E = 3v/3.

b) Avem
(x—=2)2+(y-3)7=32=>x-2)0<3’=,/x-2)?2<3s|x—2|<3
S-—3<x—-2<3o-1<x<5ox€e[-1,5]
Analog avem
x—22+(@y-32=32=(-3)?<3’=,(y-3)2<3s|y-3|<3
©-3<y-3<3eo0<y<6s=ye]l0H6]

Detalii rezolvare Bare.m
asociat
a) Observa substitutia x =5y — 2 sideducecay € [0, 1] .........oooviiiiiniinin.in. Ip
Argumenteazi ci E = \/27y2 +/27(y —1)2=3V3-(lyl +ly—1]) .............. 2p
Finalizare: |
E = 33 oot P
b) Observici (x—2)2 <32 J(x—2)2<3 .. Ip
Argumenteaza ca 1
X E [ 1,51 oo P
Analog demonstreaza ca 1
Y E 0, 6] oo p
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Subiectul 2

Se considera numerele:
A=(2+1)-(V3-v2) - (V4 +V3)-..- (V2019 — V2018) si
B=(2-1)-(¥V3++2) - (V4—-+V3)-..- (V2019 + v2018).

a) Sase calculeze A-Bsisdasearateca A+ B > 2.

b) Sa se calculeze [ } ,unde [x] reprezinta partea intreagd a numarului x.

1010- 4

Solutie:
a)A-B=(V2+1)(vV2-1)(V3-+2)(¥V3++2)-..- (2019 — v2018) (v2019 +
V2018) =1-1-1-..-1=1,

Din inegalitatea mediilor stim ca

a+b

>+/a-b, pentru orice a =0 si b > 0, egalitatea are

loc pentru a = b; Deducemca A+ B > 2VA-B = 2vV1 = 2.

(\/§+«/5) (\/§+\/Z) (W+M) (mek?)
(V2+1) (Va+3B) 7 (V2018 ++2017 (Ver1+k)

k € N*rezultaicaB> 1gsicum A- B =1 avem A # B de unde rezultaca A+ B > 2.

(3++2) (V5+V4) (V2019 +v20T8)
(V2+1) (Va+43) 7 (V2018 +2017)

si cum >1, pentru

b)Din A+ B = 1 avem ngz —{

(Vk+1+N2E) i . B (23 Jio0Y :
Din < , pentru k € N* avem —<| — —=-...-— =(\/1010)
(Vak ++2k-1) & A1 2 7 1009
) B
de unde se obtine [ }= 0
1010- 4
Detalii rezolvare Bare:m
asociat
a) Determind A B = 1 ..ottt Ip
Din inegalitatea mediilordeducecd A+B > 2 ... Ip
(V3+42) (V5+44)  (v2019++2018)
Scrie B = . si argumenteaza cd B > 1... 1
(V2+1) (V4++4B)  (V2018+42017) P
Argumenteazd CA A+ B > 2 L e Ip
b) Deduce ci %z B* si demonstreaza cd §< ('\/1010)2 ............................... 2p
Finalizare: B S0 Ip
1010- 4
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Subiectul 3. In paralelipipedul dreptunghic ABCD AB'C'D' cu AA' = 3vV5cm, AB = 6 cm si
BC = 3 cm notam cu M mijlocul segmentului AB. Aflati tangenta unghiului determinat de

planele A'DM si D' DM.

Solutie: Avem (ADM) n (D'DM) = DM, (1). A ¢
! Al P | g i
AA 1 (ABC) — B
I
AE L DM, EcDM |7 | oo
=AE 1 DM, (2). W
AE,DM c(ABC) Wl 1
W
AE ADM ={E) W
. \\ I
Daca punctul G este mijlocul segmentului A B, atunci ‘\\:“‘\: :
G € (D'DM). Cum AM = MB = 3cm, AADM este isoscel si o % LI S L __ac
AE 1 DM rezulta ca punctul E este mijlocul segmentului DM. ,’:, »\E* :\i
Daci punctul F este mijlocul segmentului D' G, atunci A 7 L

EFIDDsicum DD 1 (ABC) rezulta EF L (ABC).
Dar DM c (ABC) si atunci EF L DM, (3). Din (1), (2)
si (3) avem

(4DM)(D'DM) =DM
AELDM, AEc(4DM)}= m({((A'DM),(D'DM))) =m(<<(4E.EF))=m(<AEF)=a
EF L DM, EF c(DDM)

in AA'EF, dreptunghic in F, avem EF = AA' = 3V5cm si AF = ADD,;G = 3\2/5 cm (din
triunghiul dreptunghic A'D'G). Obtinem tga = AF = @
EF 10
Detalii rezolvare Bare.m
asociat
Figura corespunzatoare problemel ...........o.oviiiiiiiiiiiiiii e Ip
Aplici teorema celor trei perpendiculare si obtine AE L DM ............................. 2p
Construieste punctul F mijlocul segmentului D'G si demonstreazi EF L DM ......... Ip
Demonstreazi ca m(<<((4DM),(D'DM))) =m(<(AE, EF)) =m(<4 EF)=a ... | 1p
Finalizare: tga = % ........................................................................... 2p
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Subiectul 4. Fie SABC o piramida triunghiulard regulata de bazd ABC. Punctul M este
mijlocul muchiei BC, masura unghiului dintre dreptele SM si SA este egali cu 90° si SA =
6v2 cm.

a) Aratati ca triunghiul SAC este dreptunghic.

b) Fie A, B' mijloacele muchiilor SA, respectiv SB, iar P si Q proiectiile punctelor A

si respectiv B’ pe planul (ABC). Calculati aria triunghiului CPQ.

Solutie:
a) Notim AB = AC = BC = x, avem SA = SB = SC = 62, respectiv BM = MC =§.
in ASBC isoscel, SM mediana de unde SM este inaltime, respectiv in AABC echilateral, AM

x/3

mediana de unde avem AM 1inaltime, AM = —

Din teorema lui Pitagora in ASMC, dreptunghic in M, obtinem
2

SM? = SC> — MC* =72 —%,(1).

Din teorema lui Pitagora in ASMA, dreptunghic in S, obtinem

SM? = AM* - S4> = 3%—72 ).

2
Din (1) si (2) avem 72—%:%—72@ =144 & x=12 cm.

Aplicand reciproca teoremei lui Pitagora in ASAC, avem AC®> =S4 +SC?, de unde se
deduce ca ASAC este dreptunghic.

b) Avem AP L (ABC), BQ L (ABC), SO L (ABC) se unde rezultica AP || B'Q || SO.
Avem (A'P) linie mijlocie in ASAO, rezultd P este mijlocul [A0], respectiv (B'Q) linie

mijlocie in ASBO, rezulti Q este mijlocul [BO], de unde avem AP = B'Q = %

Din AP || BQ si AP = B'Q rezulti A B'QP este paralelogram si PQ = AB’ =A—ZB =6cm.
(A'B' linie mijlocie in ASAB).

Fie CN L PQ,CN = CO + NO _é% %%-ﬁ_mf J3=5V3cm.
PQ-CN _6: sf 155 em.

ACPQ b
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Detalii rezolvare Bargm
asociat
Figura corespunzatoare problemei .............ooouiiiiiiiiiii e Ip
2
a) Aplica teorema lui Pitagora in ASMC si obtine SM* =72 _x?, (0 Ip
3 2
Aplici teorema lui Pitagora in ASMA, obtine SM* 2%—72, (2) si egaland cele
doud relatii deduce X =12 ........ooiiiiiiiiiiiiiii i Ip
Aplica reciproca teoremei lui Pitagora Tn ASAC si obtine ASAC este dreptunghic .... Ip
b) Din AP 1L (ABC), BQ L (ABC), SO L (ABC) deduce AP Il BQ |l SO, de
unde obtine (A'P) linie mijlocie in ASAO, P este mijlocul [AO], respectiv (B'Q)
linie mijlocie in ASBO, Q este mijlocul [BO] si AP = B'Q =%. Ip
ST . o AB

Deduce ca A B QP este paralelogram si PQ = AB = 5 " 6cm.
Construieste CN L PQ siobtine CN = 5vV3em ......ooooviiiiiiiiiiiiiiieeeeeeiiiinn, Ip
Finalizare: A, 15N 3 e, Ip




