Solutii si bareme orientative

Clasa a IX-a
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

1. a) Daca lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic sunt in progresie aritmetica,

atunci notandu-le cu b — r, b, b + r trebuie ca (b — r)? + b?=(b + )% = b = 4r, deci

ele vor fi 3r,4r,5r,r € N. (2p)

b) Fie a < b < c cele trei numere. Atunci exista k € N*, astfel incat
a® + b3 + ¢3 = kabc. Inlocuind b = aTJrC si impartind cu a + c obtinem a* — ac + ¢ +
2 2

+ (aJ;C) =k- % &9- (%) —2(2k +3) -%+ 9 = 0. Deoarece % € Q%, trebuie ca

discriminantul redus sa fie patrat perfect. Acesta fiind par, exista [ € N, astfel ca

A= (2k + 3)? — 81 = (21)?, adica (2k + 3 — 21)(2k + 3 + 21) = 81. (2p)

Avem de tratat trei cazuri:
2k+3-2l=1

Cazul 1 {37 ) Zer

9a? —82ac +9c?=0.Cuma<c=c=9a,(a,c) =1=a=1,¢c=9,deci b =5.

(1p)

conduce la k = 19. Ecuatia de gradul al ll-lea se scrie:

2k+3-21=3
Cazulll {5 0 oy
Analog, se gaseste solutiaa=1,b = 2,c = 3.

2k+3-21=9
Cazul IIl. {Zk T3io—o
9a? — 18ac + 9¢?=0, adicd a = ¢, ceea ce nu convine. (2p)

conduce la k = 6.

conduce la k = 3. Ecuatia de gradul al ll-lea se scrie:

2. Avem:
1 1 1 1 1 1

Jx+2y+3z  [2x+3y+z T 3x+y+2z < Vxty+z T Vxty+z  Jxty+z =31 . (2p)
Folosind inegalitatea mediilor, avem:

2 3 1
\/(x+2y+3z)-1 Sx+ y-zl- s ,

2x+3y+z+1

AN

J@x+3y+2)-1 :

2
3x+y+2z+1
> :

\/(3x+y+22)-1 <

| (2p)
Deci:
1 1 1 1 1 1
Jx+2 =2 ( ) (). (1p)
y+3z = J2x+3y+z = |[3x+y+2z x+2y+3z+1  2x+3y+z+1  3x+y+2z+1

Folosind: (a + b + ¢)- (2 + % + %) >3%,Ya,b,c > 0 (*x), deducem

1 1 1
2( + + >2
x+2y+3z+1 2x+3y+z+1 3x+y+2z+1
9

>2- =
T (xc+2y+3z4+41D)+2x+3y+z+ 1)+ Bx+y+2z4+1)
18

6(x+y+z)+3 6+3
1

Jx+2y+3z  \[2x+3y+z  [3x+y+2z = 2(2).
Din (1), (2) rezultd concluzia:
1 1

In concluzie:

1
Jx+2y+3z  J2x+3y+z  \[3x+y+2z

€[z 3). (2p)



3. Fie p,q € N*, astfel incat g:ﬁ = s = qv2 — pv3 = pVb — g+/a. Prin ridicare la

patrat se obtine: 2¢% + 3p? — 2pqV6 = bp? + aq? — 2pqVab. Cu notatia

2 2_ 2_ 2
—bp +aq2p;q °P” € Q, relatia se rescrie: Vab = n + V6, (¥). (3p)

Prin ridicare la péatrat se obtine: ab = n? + 2nV6 + 6.
—n2_
Dacdn # 0 = V6 = 2 2’; ® € Q, fals. Rezulta n = 0 si conform relatiei (+) se

obtine: ab = 6,a,b € N. (2p)
Distingem cazurile:

_ V241 1
) a=1si= 62}‘/\—;‘/\; \/\/__ (%_
" . 2+ 2 6 .
i) a—2$|_3=>\/§+\/§—ﬁ—?€£(@,
ii) a=3§i=z=>f+f=16@;
iv) a—6S|_1=>‘/—+‘/— V2 ¢ Q.
in concluzie a = 3 si b = 2. (2p)
NB 1
4.a)Ne(BM)gsi BM =4-BN = NM =BM —BN =3- BN:>—:—§. (1p)
NM
Dac aratam ca exista AeR" asfel incat AN =A-AP, atunci vectorii AN Si AP
sunt coliniari , deci punctele A, N si P sunt coliniare. (1p)
Deoarece ﬁ = =_E, atunci
NM
aN-—L AaB- X av =3B+l av-3a8+iac
1-k 1-k 4 4 4 8 (1p)

Deoarece iz—l, avem Ap=2. AB+£-A—C:§ [6 AB4L. A—Cj 8 AN.
PC 6 7 7 7\ 8 8 7

Deci exista 4 :g, astfel incat AN :%-ﬁ . (1p)

QA_PC

b) PQ|AC = = —6, conform teoremei lui Thales. (1p)

Deoarece M este mijlocul lui (AC) , avem

CM PB CM QA 1

M _._.Q_ =—Z.(-1)-(-6)=-1. (1p)
AM PC AM QB 6

Conform reciprocei teoremei lui Ceva, dreptele AP, BM si CQ sunt concurente. (1p)





