OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 8. 02. 2025
BAREM DE CORECTARE - Clasa a X — a

Problema 1. Fie sirul (z,),,, unde z, = \/2 + V24 ... + 2 (n radicali). Si se arate c4,

pentru orice n > 1, au loc relatiile:

a) x, < 2; b) 4(2 — xpy1) > 2 — xp.

Barem de corectare. Se observa ca x,.1 = v/2 + x,, pentru orice n > 1.
a) Se verificd prin INdUCHIE . . ... ...t (4p)

b) Pentru orice n > 1, avem 4 (2 — z,,41) > 2 — 2, © 4dr,1 <2, +6 & 424+ 2, <z, +6 &

(2 — z,)* > 0 ceea ce, deoarece 0 < z,, < 2, este evident adevirat .......................... (3p)

Problema 2. Si se detemine functiile injective f, g : (0,400) — (0, +00), care satisfac relatiile:

a) f(z-f(y))=f(x)-f(y), pentru orice z,y € (0, +00);

1
b) g(z-g(y)) = —————, pentru orice z,y € (0, +00) .

9(9(z)-y)
Barem de corectare. a) Din ipotezd, pentru orice x,y € (0,+00), rezultd ca f(z- f(y)) =

fy-f(x))=f(x)-f(y), de unde din injectivitatea lui f, obtinem c& z- f (y) = y- f (x) . Asadar

(z) = —y, V z,y € (0,400), de unde rezulta cd existd un a > 0, astfel incat T _ a,
x Yy T
Ve (0,400), adicd f(x) =a- -2,V & € (0,4F00) «eniuiriii i (3p)
b) Daci in relatia din enunt lufm y = z, obtinem c& [g(z- ¢ (2))]° = 1, de unde rezulti ci
gx-g(x)) =1, Va e (0,400). Cum functia g este injectivd, existd un a > 0, astfel incat
z-g(r)=a,Vae(0,+00), adicd g (x) = g, V€ (0,400) ieiiiiiiiiiiiiiaaenn. (3p)
x
Verificarea solutiilor obtinute la punctele a) g1 b) ... (1p)

Problema 3. Si se calculeze |21 + 25 + 23|, stiind ¢ 2z, 2 si 23 sunt trei numere complexe cu
21| = |22| = |23] = 1, 21 + 22+ 23 # 0 51 27 + 25 + 22 = 0. S& se giseasca trei numere complexe

21, 29 Si z3 care verifica aceste relatii.

1 1 1
Barem de corectare. Din 21| = |25] = |23] = 1, rezultd cd Z; = —, Zo = — §i Z3 = —, .. (2p)
21 Z9 zZ3
far din 22 4 22 4 22 = 0, rezultil cil (2 4 22 + 23)° = 2 (2122 + 2128 + 2223) « v evvennrennnnnn. (1p)
, 1 1 1 2129 + 2123 + 222 22 _
Asadar, daca z = z; + 23 + 23, atunci 7 = — + — + — = 172 178 T =% i
1 Z9 z3 Z1R9%3 2- 212223

3
|z =2-z2= 5 . Astfel, obtinem c& 2° = 2- 212523 - |2 = |2|® = 2-]2|?, adic& |2| = 2.(3p)
* Z1R9%3

De exemplu, numerele 1 si satisfac relatiile din problema ......................... (1p)



Problema 4. Si se arate ca dacd a,b,c € (0,1) sau a, b, c € (1, +00), atunci
loga2ba + longCb + logCQCLC <1

g (0,1), dacd a,b,c € (0,1) _ y
Barem de corectare. Daca s € si notam log,a = A,
(1,+00), dacd a,b,c € (1,+00)

log, b= B,log,c=C atunci A, B,C > 0 ... (1p)
Inegalitatea se scrie echivalent
A + B n C “le 2A + 2B n 2C <9es
2A+B 2B+C 20+A~ 2A+B 2B+C 20+A~
B C A
1-— 1— 1-— <2 >1..(4
Closiys ™l eV werast ars e Taoras P
Dar, din inegalitatea lui Titu Andreescu obtine + ¢ + A Ch +
r, din inegali ui Titu Andreescu )1nm2A+B dB+C 20+ A BEAT D)
¢ + A’ > (B+C+A)2 1, ceea ce demonstraza
= monstraz
C2B+C) AQRC+A) "BRA+B)+C(2B+C)+AQC+ A) ’
inegalitatea datal. ... ... ... . (2p)

! Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



