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Etapa local¼a - 8. 02. 2025

BAREM DE CORECTARE - Clasa a X � a

Problema 1. Fie şirul (xn)n�1 ; unde xn =
q
2 +

p
2 + :::+

p
2 (n radicali): S¼a se arate c¼a,

pentru orice n � 1, au loc rela̧tiile:

a) xn < 2; b) 4 (2� xn+1) > 2� xn:

Barem de corectare. Se observ¼a c¼a xn+1 =
p
2 + xn; pentru orice n � 1:

a) Se veri�c¼a prin induçtie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4p)

b) Pentru orice n � 1; avem 4 (2� xn+1) > 2 � xn , 4xn+1 < xn + 6 , 4
p
2 + xn < xn + 6 ,

(2� xn)2 > 0 ceea ce, deoarece 0 < xn < 2; este evident adev¼arat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(3p)

Problema 2. S¼a se detemine funçtiile injective f; g : (0;+1)! (0;+1) ; care satisfac rela̧tiile:

a) f (x � f (y)) = f (x) � f (y) ; pentru orice x; y 2 (0;+1) ;

b) g (x � g (y)) = 1

g (g (x) � y) ; pentru orice x; y 2 (0;+1) :

Barem de corectare. a) Din ipotez¼a, pentru orice x; y 2 (0;+1) ; rezult¼a c¼a f (x � f (y)) =
f (y � f (x)) = f (x) �f (y) ; de unde din injectivitatea lui f; ob̧tinem c¼a x �f (y) = y �f (x) : Aşadar
f (x)

x
=
f (y)

y
; 8 x; y 2 (0;+1) ; de unde rezult¼a c¼a exist¼a un a > 0; astfel încât

f (x)

x
= a;

8 x 2 (0;+1) ; adic¼a f (x) = a � x; 8 x 2 (0;+1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

b) Dac¼a în rela̧tia din enuņt lu¼am y = x; ob̧tinem c¼a [g (x � g (x))]2 = 1; de unde rezult¼a c¼a

g (x � g (x)) = 1; 8 x 2 (0;+1). Cum funçtia g este injectiv¼a, exist¼a un a > 0; astfel încât

x � g (x) = a; 8 x 2 (0;+1) ; adic¼a g (x) = a

x
; 8 x 2 (0;+1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

Veri�carea solu̧tiilor ob̧tinute la punctele a) şi b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Problema 3. S¼a se calculeze jz1 + z2 + z3j ; ştiind c¼a z1; z2 şi z3 sunt trei numere complexe cu
jz1j = jz2j = jz3j = 1; z1 + z2 + z3 6= 0 şi z21 + z22 + z23 = 0: S¼a se g¼aseasc¼a trei numere complexe
z1; z2 şi z3 care veri�c¼a aceste rela̧tii.

Barem de corectare. Din jz1j = jz2j = jz3j = 1; rezult¼a c¼a z1 =
1

z1
; z2 =

1

z2
şi z3 =

1

z3
; . . (2p)

iar din z21 + z
2
2 + z

2
3 = 0; rezult¼a c¼a (z1 + z2 + z3)

2 = 2 (z1z2 + z1z3 + z2z3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Aşadar, dac¼a z = z1 + z2 + z3; atunci z =
1

z1
+
1

z2
+
1

z3
=
z1z2 + z1z3 + z2z3

z1z2z3
=

z2

2 � z1z2z3
şi

jzj2 = z � z = z3

2 � z1z2z3
: Astfel, ob̧tinem c¼a z3 = 2 � z1z2z3 � jzj2 ) jzj3 = 2 � jzj2 ; adic¼a jzj = 2:(3p)

De exemplu, numerele 1 şi
1� i

p
3

2
satisfac rela̧tiile din problem¼a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)



Problema 4. S¼a se arate c¼a dac¼a a; b; c 2 (0; 1) sau a; b; c 2 (1;+1) ; atunci

log
a2b
a+ log

b2c
b+ log

c2a
c � 1

Barem de corectare. Dac¼a s 2

8<: (0; 1) ; dac¼a a; b; c 2 (0; 1)
(1;+1) ; dac¼a a; b; c 2 (1;+1)

şi not¼am logs a = A;

logs b = B; logs c = C; atunci A;B;C > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Inegalitatea se scrie echivalent

A

2A+B
+

B

2B + C
+

C

2C + A
� 1, 2A

2A+B
+

2B

2B + C
+

2C

2C + A
� 2,

, 1� B

2A+B
+ 1� C

2B + C
+ 1� A

2C + A
� 2, B

2A+B
+

C

2B + C
+

A

2C + A
� 1 . . (4p)

Dar, din inegalitatea lui Titu Andreescu ob̧tinem
B

2A+B
+

C

2B + C
+

A

2C + A
=

B2

B (2A+B)
+

C2

C (2B + C)
+

A2

A (2C + A)
� (B + C + A)2

B (2A+B) + C (2B + C) + A (2C + A)
= 1; ceea ce demonstraz¼a

inegalitatea dat¼a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


