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Olimpiada de matematica

etapa locala
16.02.2014

Clasa a XII-a

1. Fie (G,*) un grup cu 124 de elemente. Daca exista trei elemente a,b,c, al grupului astfel incat

a? =b> =c? = e, e fiind elementul neutru al operatiei, demonstrati ca grupul nu este comutativ.
Cziprok Andrei, Satu Mare

Barem:

1p Presupunem contrariul.

1p | Atunci H={e,a.b.c.ab, ac,bc,abc} este un subgroup al lui G

2p Verificarea afirmatiei prin tabla operatiei in H

2p Conform teoremei Lagrange |G| : |H|, adica 124 : 8 fals

1 p | Conform principiului reducerii la absurd (G,*) nu este comutativ.

7p | TOTAL
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2. Pe R se defineste legea ,,+” dati prin x x y = “""{/x2n+1 4 y2n+1 € N* V x,y € R.
a) Aratati ca (R, *) este grup comutativ izomorf cu grupul (R, +).
x -2)=1
b) Rezolvati sistemul de ecuatii { ;g] i (y 3 3 7

Muntean Doina, Satu Mare
Barem:

2p a) (R, *) - grup comutativ
xxy= f1(fx)+ (), f:R—->R; f(x)=x>""

1p f— bijectiva (1)

fixxy)=f(x)+ 1) Q)
Din (1)si 2) 2 (R, *) = (R, +)

2p |[b)x=2y=1

7p | TOTAL
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3. Sa se calculeze integralele nedefinite:

Traian Tamaian, Carei

2x* +1
) I 7 TR dx, xe(0,0)
x(x"+1D)(x"+x" +1)
cos(x—z)
b [———tdr xe(0.0)
e’ +cosx
Barem:
x(2x* +1 8x" +4x’
1p | a) 1 =I ( ) = I

x4(x4+1)(x8+x4+1) (x* +xH(x* +xt +1)

1p | Cuschimbarea de variabild x* +xt =t (8x7 +4x7)dx = dt, 3ntegral se scrie

1 1 111 1
I== dt =— [ (= ———)dt = —[Int —In(t +1)]+ C
P 4jt(t+1) -[(t L ¢+D

1p | Rezulta 7 =%[ln(x8 +xH—In(x* +x* + 1]+ C

X _ X /
1p | b) :_J-cosx+smx :Qj-(e +cosic) (e" +cosx) dy —
e’ +cosx 2 e’ +cosx
+ i 7
1p J‘l (e cosx) J‘d J'(e COS X) dx]:i[x—ln(ex+cosx)]+C
e’ +cosx e’ +cosx 2
7p | TOTAL
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1
Fie sirul cu termenul general 7, = J.e"x(xZ +1)" ' (x+1)’dx, neN".
0

a) Demonstrati ci existd k € R astfel incat [e* (x> +1)] =e*(x+k)*, VxeR

b) Sasecalculeze 7,, neN" si lim n(2e)"(2e—1/nl,).

Traian Tamaian, Carei

Barem:

2p

1p

1p

1p

1p

a) Deoarece [e*(x” +1)] =e*(x+1)?, rezultd ci existd k =1< R astfel incat

[e"(x* + )] =e"(x+k)*, VxeR.

1
b) Cum [e"(x* +1)] =e"(x+1)*, integrala se scrie /, = I [e" (x> + D] e" (x +1)*dx =
0

1

[ex (x2 + 1)]n—l[ex(x2 + ].)]/dx — [ex (x2 + 1)]" — (26)" -1 .

n | 0 n

[ S——

Cu acestea limita ceruta se scrie

L =1im n(2e)" (2e—4%/(2e)" —1) =2e-lim n(2e)" (1—»|1— (21)n sau
Nn—>0 Nn—>0 e
A1 21 -1
L =2e-lim n( ( el) (*)
(o)
Considerand sirul X, =———,n21, cu limx, =0,
(2e) n>

1 In(l+x,)

A% =L o im (%) = oo i ne =1 -

X n—o0 X N

n n n

din (*)rezultd L = 2e-lim n(

n—»0

In(l+x,)

e " -1 . In(l+x,)

=2e¢-lim (———)-lim =2e-1-1=2e.
1 1Y n—om ( ln(l + xn) ) n—om 'xn
n
7p | TOTAL
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