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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE-CLASA a X-a

1. Fie n>3 un numir natural fixat. Sa se determine, dupd toate numerele a,,a,,...,a, reale pozitive,

valoarea minima a sumei S :{a1+a2}+{a2 +a3:|+ +{M]
a3 a4 a2

Marius Marchitan, Suceava

Solutie.
Cum [x]>x—1, pentru orice x numir real, deducem ca:

Shtd 1+az % -1+.. + 4 -1= {al i+...+&j+{i+&+...+ij—n2
a3 a4 a2 a3 a4 a2 a2

Zn.di&...,an R )
a4 a, & 8 a a,

Rezultd cd S >n sicum S este numar natural, deducem ca S >n+1. Pentru a arata ca valoarea minima a
sumei S este n+1, rdmane sd gasim un exemplu de numere &,,3,,...,a, reale pozitive pentru care S =n+1.

Fie a, =n’ —(2n-3), iar urmatoarele n—1 numere le luam consecutive:

a,=n"-(n-2),a,=n"-(n-3),...,a,, =n’-La, =n”. Tn continuare avem:
‘a,+a, |_|n"—(2n-3)+n’—(n-2)| [2n*-3n+5]|_ L M-ens2d
| a n’—(n-3) n2—n+3 | n2—n+3 |

Pentru orice k=2,n-2:
_ak +ak+1___nz—(n—k)+n2—(n—k—l)_ _2n2—2n+2k+1}_{1+ nz—n+k—l}_

., | n’—(n-k-2) | n*-n+k+2 n>—n+k+2
Pentru penultimul termen al sumei gasim:
fa ,+a | | nP=1+n?> | [ 2n?2-1 | T 4n-7
= 3 = 3 = 2+2— :2,
L & | [n"=(2n-3)] [n*~-2n+3] | n*-2n+3

deoarece 4n—-7>0 si 4n—-7<n’-2n+3<0<(n —3)2 +1. Ultimul termen al lui S este:
[a,+a, | [n?+n*—(2n-3)]| [2n2-2n+3] L n*-n+1 _1

a, n’—(n-2) n—n+2 n-n+2|

Centralizand, gdsim cd S =n+1, aceasta reprezentdnd valoarea minima a sumei S .
Barem.

Enuntd inegalitatea [x]>x-1VxeR 1p
Deduce S>a1+a2+a2+a3+m+an+a1_ 1p
a, a, a,
Obtine S >n 2p
Deduce S>n+1 1p
Justificd printr-un exemplu ca valoarea minima a lui S este n+1 2p
X)| 2|, vxeR.

Demonstrati ca f°(x)+ f°(y)=xy(f(x)+ f(y)).vxyeR cu x+y=>0.
lon Bursuc, Suceava
Solutie Folosind formula a* +b° = (a+b)(a” +b* —ab) deducem ca incgalitatea din enun se scrie astfel:



(FO)+ F(W))(F2(x)+ F2(y) = F(x)F(y))zxy(fF(x)+F(y)). VX yeR cu x+y>0

S (FO)+F(Y))(F2(x)+F2(y)-fF(x) F(y)—xy)=0,vx, yeR cu x+y=0.

Fie x,yeR astfel 1incdt x+y>0. Deoarece functia f este imparda §i crescitoare
= ()2 f(=y)==f(y)=f(x)+f(y)20 Q).

Cum | (x |>|x|VXG]R<:>f()2 VxeR si

(f2(x)+f2(y)-f -xy)=( +f2(x)+f2(y)—2xy2

2(x)+f2(y)—2xy2x +y? —2xy20,Vx,ye]R:>

(x)+ f2(y)-fF(X)f(y)-xy=0,vx,yeR.(2)

Din (1) si (2) rezulta inegalitatea din enunt .
Barem.

2
f
f

Rescrie inegalitatea ceruta ( f(x)+f (y))( f2(x)+ f2(y)-f(x)f (y)—xy) >0 2p

Deduce f(x)+ f(y)=>0 pentru x,yeR, x+y>0 2p

|f(X)|2|X|,(V)XER<:>fZ(X)ZXZ,(V)XER 1p

Demonstreazd f?(x)+ f2(y)-f(x)f(y)-xy=0,(V)x,yeR 2p

e . .. » z » . .
3. Se considera numerele complexe z, si z,, z, z0. Stiind ca Re(—lj =0, sa se studieze monotonia
ZZ

functiei f:R >R, f (X)=M
|Zl_22|

Dan Popescu, Suceava
Solutie. Dacd z, =0 atunci functia f este constanta. Fie z, #0.

7 , .7 7, 7,2,+7z - =
Re| = |=0 echivaleaza cu ++=2L="22_"12-0s77,+27,=0.
Z 5L 1 |22|

Apoi |z, -z, =(z, -2 )(z_—z_): L7, ~2,7, 2,2, + 2,2, = 1,1, + 2,2, = || +|z,[ .

ARG
|z,-2 | |z,-2 |

Deducem ca

) 7| +|z oo . )

Atunci avem f (x)= o+l _[ [z 2| vXeR, de unde rezulti ca functia f este strict
|z, -2,| lz-1 |Z 2|

descrescitoare, fiind o sumi de functii strict descrescatoare. In concluzie, f este functie descrescitoare pentru

orice numerele complexe z, si z,, z, #0.

Barem.

Considera cazul z, =0 1p

Deduce 7,7, + 2,2, =0 1p

Demonstreaza |Z:1 - ZZ|2 = |Z:1|2 +|Zz|2 2p

Deduce 4] : 4 €(0,1)dacd z, #0 1p
|Z1 - Z2| |Z1 - Zz|

Finalizare f este functie descrescatoare 2p

4. Fie triunghiul AABC . In raport cu un reper cartezian cu originea in centrul cercului circumscris
AABC, varfurile A B,C au afixele a,b respectiv c. Daci ecuatia az’+bz+c=0 are o ridicini de

modul unu, demonstrati cd AABC este isoscel.
Anca Andrei, Suceava



Solutie. Din alegerea reperului rezulta ca |a| :|b| :|C| >0. Fie z,,z,, radacinile ecuatiei si presupunem ca
|z,|=1. Dar z, -z, :2 = |z,|=15si 7, +1, :—g =z +7,|=1=
(2,+2,)(2+7,)=1= (g +22)(Zi+zij:1 = (2,+2,) =22, = b*=ac = b> ~ba=ac—ba
1 2
=b(b-a)=a(c-b) =|b|:|p-a|]=|al-|c-b| = |b-a|=|c-b| =
[AB]=[BC] = AABC este isoscel.

Barem.

Scrie |a| =|b|=|c[>0 1p
Arata ca ambele radacini au modul 1 1p
Demonstreazi ci b? =ac 3p
Finalizare |b—a|=|c—b| = AABC este isoscel 2p
Nota:

Orice altd solufie corectd se va puncta corespunzator.



