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OLIMPIADA  NAȚIONALĂ DE  MATEMATICĂ 

 
ETAPA LOCALĂ , 17 FEBRUARIE 2018 

 

CLASA   a X –a 

 

SOLUTII SI BAREME: 
 
 
 
     Problema 1:       Rezolvaţiîn mulţimeanumerelorrealeecuaţia: 

xxxx 910154   

Selectată de prof. Sabou Manuela, A.P.I. Zalău 

 

Soluţie:   Ecuaţia se poatescrie sub forma:  

0)235)(23(0)23)(23()23(5  xxxxxxxxxxxx …………………..…3p 

Rezolvareaecuaţiei :3𝑥-2𝑥=0 ......................................................................................1p 

Rezolvareaecuaţiei :5𝑥=3𝑥+2𝑥...................................................................................3p 

 

     Problema 2:      Rezolvați sistemul: 

     

2 1 2 1 2 1

3 3 3

3 3 3 81

log 2 1 log 2 1 log 2 1 3

x y z

x y z

     


     

 

Selectată de prof. Lucaciu Simona, C.N.S. Zalău 

 

 

Soluţie:   Condiții de existență:     

1
2 1 0, 2 1 0, 2 1 0 , ,

2
x y z x y z           ……………………..1p 

                    Din a 2-a ecuație a sistemuluiobținem:    2 1 2 1 2 1 27x y z     ……………..1p 

Folosindinegalitateamediiloravem: 

     2 1 2 1 2 1332 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 13 3 3 3 3 3 3 3 3
x y zx y z x y z                ………………….2p 
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Dar, 
     

   3 3

2 1 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1 27 333 3 3 3 3 3 3 3 81

x y z
x y z

    
  

        ……………2p 

Egalitatea are locdacăsinumaidacă:   

2 12 1 2 1 2 1 3 3 81xx y z x y z              

2 13 27 2 1 3 1x x x        

Soluțiasistemuluieste: 1, 1, 1x y z   …………………………………1p 

Problema 3:      Afixele  1 2 3, ,z z z   ale vârfurilor triunghiului 1 2 3A A A  verifică condițiile: 

1) 1 2 3 1;z z z    

2)
2 2 2

1 2 2 3 3 1 3.z z z z z z       

                                 Arătați că triunghiul 1 2 3A A A  este echilateral. 

           Selectată de prof. Lucaciu Simona, C.N.S. Zalău 

 

Soluţie:  Alegemsistemul de axe xOy astfelîncâtcentrulcerculuicircumscris 1 2 3A A A  să fie reperul 

O         

Avem:
2 2 2

1 2 2 3 3 1z z z z z z       

        1 2 1 2 2 3 2 3 3 1 3 1z z z z z z z z z z z z         ……………………..1p 

Rezultă:
2 2 2

1 1 2 2 1 2 2 2 2 3 3 2 3 3 3 3 1 1 3 1 13 z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z            ….1p 

     1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 33 3 z z z z z z z z z z z z          …………………………1p 

   2

1 2 3 1 2 3 1 2 30 0z z z z z z z z z           ………………………….1p 

1 2 3 0z z z    …………………………………………………………………..1p 

 Din relațialui Sylvester avem: 1 2 3 ,Hz z z z    

unde H esteortocentrul 1 2 3,A A A  deci 0Hz    …………………………………………1p 

Rezultă ,O H   adică centrul cercului circumscris coincide cu ortocentrul 1 2 3A A A  , 

prin urmare 1 2 3A A A  este echilateral……………………………………………………….1p 
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Problema 4:      Fie 𝑎, 𝑏, 𝑐 numere reale strict pozitive cu 𝑎𝑏𝑐 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 2.  Arătați că: 

 

√𝑎23
+ √𝑏23

+ √𝑐23

2
≥

1

√𝑎
3 +

1

√𝑏
3 +

1

√𝑐
3  .                      ( G.M. ) 

Selectată de prof. Alexuțan Klara, A.P.I. Zalău 

 

Soluţie:   

 Deoarece 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≥ 3√𝑎𝑏𝑐
3

⇒ 𝑎𝑏𝑐 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 2 ≥ 3√𝑎𝑏𝑐
3

+ 2..............1p 

Notăm √𝑎𝑏𝑐
3

= 𝑡 ⟹ 𝑡3 ≥ 3𝑡 + 2 ⇔ (𝑡 + 1)2(𝑡 − 2) ≥ 0 ⟺ 𝑡 ≥ 2.......................................3p 

Atunci 
1

√𝑎
3 +

1

√𝑏
3 +

1

√𝑐
3 =

√𝑎𝑏
3

+ √𝑏𝑐
3

+ √𝑎𝑐
3

√𝑎𝑏𝑐
3 ≤

√𝑎𝑏
3

+ √𝑏𝑐
3

+ √𝑎𝑐
3

2
≤

√𝑎23
+ √𝑏23

+ √𝑐23

2
, 

 unde am aplicat 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ..................................................3p 
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