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CLASA a XII-a 
 
1.   Fie   49 49U x    x este simetrizabil în raport cu înmulţirea  . 

a) Arătaţi că   49 ,U   este grup cu 42 de elemente. 

b) Determinați ordinul lui 30  în grupul   49 ,U  . 

 c) Să se găsească în   49 ,U  un element de ordin 42. 
 Mihai Piticari şi Vladimir Cerbu, Câmpulung Moldovenesc 

Soluţie.  a) 49x , x inversabil  , 49 1x  . Cum    4949 7 6 42 U       are 42 de elemente. 

Deoarece  49 ,  este monoid   49 ,U   este grup. 

b)  2
30 18 ,    3

30 1 30 3ord    

c)  49x U    avem 42ord x . Conform teoremei lui Cauchy, există în G elemente de ordin 2, 3, 

respectiv 7. Avem    1 2 48 2ord ord    , iar  30 3ord  . 

       7 7 6 20 1 5 6 7
7 7 7 7 7 497 1 7 7 ... 7 7 1k C k C k C k C k C M               8 7ord  . 

Atunci     48 30 8 2 3 7 42 5 42ord ord          

Barem. 
a) 49x , x inversabil  , 49 1x  . 1 p 

  49U   are 42 de elemente. 1 p 

  49U   este grup 1p 

b)   2
30 18 ,    3

30 1 30 3ord    1 p 

c) Găsește un element de ordin 42 3 p 
 
2.   Fie k un număr natural nenul și  ,G   un grup cu n elemente. Să se arate că următoarele afirmații sunt 
echivalente: 
 i)  Pentru orice subgrup H al grupului G avem  kH a a H  . 

 ii)  , 1k n  . 
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Soluţie.  ) )i ii  Presupunem prin absurd că există p prim,  ,p n k . Cum G G , avem  kG a a G  , 

deci funcția  : , kf G G f x x   este surjectivă. Cum G este finit, rezultă că  f  este injectivă. 

 Fie b G  un element de ordin p. Deoarece p k , avem kb e , deci    kf b b e f e   . Din 
injectivitate rezultă b e , fals! 



 ) )ii i  Fie H un subgrup al lui G. Cum  ka a H H   și H este finită, este suficient să arătăm 

că pentru ,a b H cu k ka b  rezultă a b . Deoarece  , 1k n  , există ,u v  astfel ca 1nu kv  . 

Atunci 1 1k k kv kv nu nva b a b a b a b        , deoarece n na b e  . 
 
Barem. 
) )i ii     : , kf G G f x x    este injectivă 2 p 

Presupunem prin absurd că există p prim,  ,p n k . Există b G  un element de ordin p 1 p 

   kb e f b f e b e     , absurd! 1p 

) )ii i  Pentru H G ,  ka a H H   1 p 

Deoarece  , 1k n  , există ,u v  astfel ca 1nu kv  . 1p 
Finalizare 1p 
 

3.    a) Fie *n . Calculați 2
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Barem. 
a) Calculul integralei 2p 
b)  Calculul lui nI  4p 
 Calculează lim nn

I


 1p 
 
 
4.   Fie :f    o funcţie continuă şi  :F    o primitivă a sa. 
Dacă   arctgf x x , x  , demonstraţi că există 0x  astfel încât  0 0F x x . 

Anca Andrei, Suceava 

Soluţie.  Fie :g   ,   arctgg x x . O primitivă a sa este  
 

 

2

2

1arctg ln 1 , 0
2
1arctg ln 1 , 0
2

x x x x
G x

x x x x

    
   


. 

Considerăm funcţia :D   ,      D x F x G x   care este derivabilă pe   şi 

     ' 0D x f x g x   , x  . Prin urmare, funcţia D  este crescătoare. 

Pentru 0x      0D x D       21arctg ln 1 0
2

F x x x x F      

     210 arctg ln 1
2

F x x F x x x x      .     

Deoarece    21lim ( 0 arctg ln 1 )
2x

F x x x x


    
   2ln 10 1lim arctg 1

2x

xF
x x

x x

 
     
 
 

 , 

rezultă că   lim
x

F x x


   . (1) 

Pentru 0x      0D x D       21arctg ln 1 0
2

F x x x x F      

     210 arctg ln 1
2

F x x F x x x x      .     

Deoarece    21lim( 0 arctg ln 1 )
2x

F x x x x


    
   2ln 10 1lim arctg 1

2x

xF
x x

x x

 
     
 
 

   

rezultă că   lim
x

F x x


   .  (2) 

Din (1), (2) şi din faptul că funcţia :H   ,    H x F x x  , este continuă rezultă că   0x   astfel 

încât  0 0H x    0 0F x x . 
 
Barem. 
Determină o primitivă a funcției :g   ,   arctgg x x  2 p 

  lim
x

F x x


    2 p 

  lim
x

F x x


    2 p 

Finalizare 1 p 
 
 
Notă: 
Orice altă soluţie corectă se va puncta corespunzător. 


