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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a Xll-a

1. FieU(Z,)= {X €Ly | X este simetrizabil in raport cu inmultirea }.
a) Aratati ¢ (U (Z,), ) este grup cu 42 de elemente.
b) Determinati ordinul lui 30 n grupul (U(Zy). ")

¢) Sa se gscascd in (U (Z,,), -) un element de ordin 42.
Mihai Piticari si Vladimir Cerbu, Campulung Moldovenesc
Solutie. a) X € Z,4, X inversabil < (x,49)=1. Cum ¢(49)=7-6=42 = U (Z,,) are 42 de elemente.

Deoarece (Z,,,-) este monoid = (U (Z,,),") este grup.

b) 30 =18, 30 =1 = ord (30) =3

c) V xeU(Z,) avem ord x | 42. Conform teoremei lui Cauchy, existd in G elemente de ordin 2, 3,
respectiv 7. Avem ord (—i) =2 = ord (Z@) =2, iar ord (3/’5) =3.

(Tk+1)" =C2-(7K) +CL-(7k)* +..+C2 - (7k)* +CE -7k +C! =M 4 +1 = ord (é):?.

Atunci ord (Is-@.é)zz.w — 42 = ord (é)=42

Barem.

a) X €Z,, x inversabil < (x,49)=1. 1p
U (Z, ) are 42 de elemente. 1p
U (Z, ) este grup 1p
b) @zzf& @S:i :>ord(3/’f)):3 1p
C) Gaseste un element de ordin 42 3p

2. Fie k un numar natural nenul si (G ,‘) un grup cu n elemente. Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

i) Pentru orice subgrup H al grupului G avem H = {ak | aeH }
i) (k,n)=1.
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Solufie. i)=>ii) Presupunem prin absurd ci exista p prim, p|(n,k).Cum G<G,avem G = {ak |ae G} :
deci functia f:G—>G, f (X) =xX este surjectiva. Cum G este finit, rezulta ca f este injectiva.

Fie b e G unelement de ordin p. Deoarece p |k  avem b* =e, deci f (b):bk =e=f(e).Din
injectivitate rezulta b =e, fals!



i) =1i) Fie H un subgrup al lui G. Cum {ak | aeH } < H si H este finita, este suficient sa aratam

ci pentru a,be H cu a“ =b* rezulta a=b . Deoarece (k,n)=1, existi u,veZ astfel ca nu+kv=1.

Atunci ak =b* = a¥ =p = a™ =pI'™ = a=b, deoarece a" =b" =e.
Barem.
i)=ii) f:G-5G, f(x)zxk este injectiva 2p
Presupunem prin absurd ca exista p prim, p |(n, k) . Exista b e G un element de ordin p 1p
b¥=e = f(b)=f(e) = b=e, absurd! 1p
i) =) Pentru HsG,{ak |aeH}cH 1p
Deoarece (k,n)=1, exista u,veZ astfel ca nu+kv=1. 1p
Finalizare 1p
n
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Barem.

a) Calculul integralei 2p
b) Calculul lui I, 4p
Calculeaza lim | 1p

4. Fie f:R —>R o functie continud si F:R — R o primitiva a sa.
Daca f(x)>arctg|x|, VxR, demonstrafi cd existd X, € Rastfel incat F (x,)=X,.
Anca Andrei, Suceava

xarctgx—iln(1+ ), x20
Solutie. Fie g:R—>R, g (X) = arctg|x|. O primitiva a sa este G (X) = 21
—xarctgx + = In(1+x*), x<0
2
Consideram functia D:R — R, D(X) =F (X) -G (X) care este derivabild pe R si

D '(X) = f (X) -0 (X) >0, VX eR. Prin urmare, functia D este crescatoare.

Pentru x <0 = D(x)<D(0) = F(x)+xarctgx—%ln(1+ X )<F(0)=

F(x)-x< F(0)—xarctgx+%ln(l+x2)—x.

X—>—00 X—>—00

F In(1+ x>
Deoarece Iim(F(O)—xarctgx+%ln(1+ X*)=x) = lim x{@amtgwf?gl}: —0,

rezultd ca lim (F(X)—X =—00. (1)

X—>—00

Pentru x> 0= D(x)>D(0) = F(x)—xarctgx+%ln(1+ X’ )2 F(0)=

F(x)-x> F(0)+xarctgx—%ln(1+x2)—x.

F In(1+ x?
Deoarece Iim(F(0)+xarctgx—%ln(1+ X*)=x) = lim x{@jtarctgx?gllz +0

X—0 X—00

rezultd ca Iim(F (X) — X) =+40. (2)

X—>0

Din (1), (2) si din faptul ca functia H :R - R ,H (X) =F (X) — X, este continud rezulta ca (3) X, € R astfel
incat H (%)) =0 = F (X)) =X,.

Barem.

Determina o primitiva a functiei g : R > R, ¢ (X) = arctg |X| 2p
Xllrﬂo(F(x)—x)=—w 2p
1m(F(x)—x)=+oo 2p
Finalizare 1p
Nota:

Orice alta solutie corectd se va puncta corespunzator.



