INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BUZAU s !

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala - 23 februarie 2014
Clasaa V-a

SUBIECTUL I (7 puncte)

Sa se compare numerele :

a=lGrap-@ o)) s2r 530 -2)]

2

,unden e N.

b= (25" 157 +1)'si c=[@" +27):2)]

SUBIECTUL II (7 puncte)

Alegem 61 numere naturale nenule, distincte, a caror sumé este 2044. Aratati ca printre
aceste numere se gésesté cel putin unul care sé fie cub perfect.

SUBIECTUL I (7 puncte)

Stiind cd numarul abc este numérul scris din ultimele trei cifre ale numarului

n =201 22012 4 229 g5 se afle cardinalul multimii 4 = {n eN/abc<n< 2014}

SUBIECTUL IV (7 puncte)

Multimea 4 = {a,b,¢,d, e} are urmatoarele proprietiti:
a) media aritmeticd a elementelor multimii A este 2013;
b) elimindnd cel mai mic element al multimii A, media aritmetica a elementelor rdmase

este 2014;
¢) elimin&nd cel mai mare element al multimii A, media aritmeticd a elementelor rdmase

este 2012;
Determinati numérul de multimi A care au aceste proprietati.

Nota. Timp de lucru efectiv 2 ore.

Punctajul minim de calificare la etapa urmaétoare a olimpiadei de matematica - 14 puncte.
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala - 23 februarie 2014
Clasa a VI-a

SUBIECTUL I (7 puncte)

Unui elev care rezolva probleme i se cere sd gdseascd toate numerele de forma 2a3b divizibile cu 6.
Care este cea mai mare suma pe care o poate céstiga dacd pentru un numér in care a # b primeste 50 de
bani iar pentru un numér in care @ = b primeste 1 leu ?

SUBIECTUL II (7 puncte)

a) Aflati cel mai mare divizor comun al numerelor a= 31 . 7 4+ 4 si b= 3% . 71 4 6 unde

n este un numar natural.
b) Determinati numarul natural n, pentru care cel mai mic multiplu comun al numerelor a $1 b

este egal cu 91.

SUBIECTUL IIT (7 puncte)

Se considera punctele coliniare My, M,, Mg, ..., M, in aceasti ordine, astfel incat:
M;M, = 3cm, M,M; = 6cm, M;M, = 9cm, ........
- a) Aratati cd M5 este mijlocul segmentului [M; M,].
b) Determinati n € N pentru care MsM,, = 9450 cm

SUBIECTUL IV (7 puncte)

Fie dreapta AB si O € (AB). De aceeasi parte a dreptei AB se consider3, in acelasi sens, unghiurile
2AOA;, %A,04,, .., 44,104, astfel incat m(LA04;) = 1° m(g4,04,) =2°, ..,
m(%A4,_,04,) = n°.

a) Determinati valoarea maxima a numdarului n.
b) Pentrun = 18, determinati numarul de unghiuri drepte ¥A;0Aj, unde i,j € {1,2, ..., 18}

‘Not. Timp de lucru efectiv 2 ore.
Punctajul minim de calificare la etapa urmétoare a olimpiadei de matematica - 14 puncte.
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala - 23 februarie 2014

Clasa a ViI-a

SUBIECTUL I (7 puncte)

QI

-
J

1+b+/3

+a

Fie numérul n= unde a si b sunt numere rationale.

‘ 5 : I
a)Dacd a=1si b=— ardtaticin= 3.
fo
b) Dacé si n este rational atunci ardtati cin=1.

SUBIECTUL II (7 puncte)

‘a) Scﬁe‘;i numérul 100 ca suma de patru cuburi perfecte.

-n+2

. 3
b)Aratati ci numirul a,= 10" se scrie ca suma de patru cuburi perfecte.

SUBIECTUL III (7 puncte)

Fie triunghiul ABC, ascutitunghic cuBD si CE inaltimile din B respectiv C (De[AC];
Ee[AB])), iar

M si Nrespectiv mijloacele segmentelor BC si DE.
a)Daca punctele A,N,M sunt coliniare demonstrati ci triunghiul ABC este isoscel.
b)Daci m(XA)= 60° demonstrati ca AEMD este echilateral.

SUBIECTUL IV (7 puncte)

Fie A ABC iar punctele M, N, P, Q respectiv mijloacele segmentelor [BC], [AM], [BN], [PM].

a)Demonstrati ca dreptele AM, BQ si CP sunt concurente.

b)Aflati valoarea raportului %1—2— unde D este intersectia dreptei BQ cu [AC].

Nota. Timp de lucru efectiv 3 ore.

Punctajul minim de calificare la etapa urmatoare a olimpiadei de matematica - 14 puncte.
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala - 23 februarie 2014

Clasa a VIII-a

SUBIECTUL 1 (7 puncte)

a) Fiexy € R,incitx? + 4y(y + 1) = 4(x — 1). Demonstrati ci |x + 2y — 1| < 2.

-2a%+6a-8
—F— € R.

b) Aflati valoarea maxima a fractiei >
: a<—-2a+4

SUBIECTUL II (7 puncte)

Fie E(x) = [ - - : ]:2 : (xx—?)_l,x e R\ {-9,0}.

(x=3)(x+3)(x2+9)+81 16—(4+x)(4—x)

.. ¢ 9—x
a) Aratafi cd E(x)=—

b) Calculati E(1)-E(2)-E(3) - .......- E(2014)

50
c) Aflati suma primelor 30 de zecimale ale numarului (E (179)) .

SUBIECTUL III (7 puncte)

Punctele A,B,C si D sunt necoplanare iar M este mijlocul segmentului [BC], T este mijlocul
AC
segmentului [AC], N€& [AC] incdt AN=2NC, Pe [AB] inciat AP=3PB , E€ [AC] astfel incit CE = e si

R este simetricul punctului M fata de punctul N. Demonstrati cd punctele D, P, T si R sunt coplanare.

SUBIECTUL IV (7 puncte)

ABCDAB'CD’ este un paralelipiped dreptunghic iar ACN BD = {0}. Ducem AML1 AB, M€ AB,
CNL CB, Ne CBsiDPL DB, Pe D'B.

a) Aréatati cd PCL(AMP).
b) Daci, in plus, MN|I(ABC), demonstrati cd ABCD este patrat.

Nota. Timp de lucru efectiv 3 ore.

Punctajul minim de calificare la etapa urmatoare a olimpiadei de matematica este de 14 puncte.



INSPECTORATUL SCOLAR ALJUDETULU(‘BUZ[\U ® ’

BAREM DE EVALUARE SINOTARE
Clasaa V-a

SUBIECTUL I (7 puncte)

Nota: Orice solutie corecti diferiti de cea a autorului se puncteazi corespunzitor.

Comisia de evaluare poate modifica in mod unitar distributia punctelor.

4458085885555 505 0t acassemmonssemcencn o o o 0 0 € e R e 3 Y A A A £ 4 5 6 lp
Do 2p
0 2 2p
Daca n=0 numerele Sunt gale .............ooviriiiiitiii i Ip
Dacan>0 avem a<h<C.....oiuiiiiii it Ip
- SUBIECTUL IT (7 puncte)
Daca vom lua cele mai mici 61 numere care nu contin si cuburi perfecte avem suma
PERHDF |, ot BTl R TG L s 55155 4500000 nennnn s ovimmrmm—————— fevenne 2D
L4243 652145 e, S 2p
TH8+27H64=100% ..ottt eeiee e e Ip
TR2434+ L A65-(18+2TH64)=2045 oo, 1p
Obtinem o contradictie, deci in suma se afla cel putin un cub perfect... .................. Ip
SUBIECTUL III (7 puncte)
n=2% 25 =227 L1000 L.2p
ultima cifrd a i 277 €Ste 8 ...ttt e, 2p
BB = 800 vttt ettt sttt 1
Card A=2014-800=1214..........ociiiiiiiiiiiiii e 2P
SUBIECTUL IV (7 puncte)
.Vom presupune elementele multimii ordonate crescitor ,
atb+ctd+e=10065, b+ct+d+e=8056, deci a=2000. ... .c\vm e Ip
atbrc+d=8048, deci €=2017. ... .ouiiriiriiiiii e v 0 5 5 sacasrsnnee Ip
b+c+d=6039 5i 2009<b<C<A<2017. ..o veeeee e 1p
Daca b=2010 avem posibilitatile c=2013 si d=2016 sau c=2014 si d=2015...........cvevn.... Ip
Daca b=2011 avem posibilitatile c=2012 si d=2016 sau ¢=2013 si d=2015............... Jp
Daca b=2012 vom avea ¢=2013 si d=2014..........oouimriiniiiiee e e 1p.
Deci sunt 5 multimi cu aceste Proprietati..........oovevveeieeee e 1p
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BAREM DE EVALUARE SINOTARE

Clasa a VI-a

SUBIECTUL I (7 puncte)

Cea mai mare suma se castiga pentru aflarea tuturor numerelor de forma2a3b divizibile cu6 ............. Ip
2a3b se divide cu 6 daca se divide simultan cu 2 $i €U 3 .ooooiviiiiiiiiiii e, 1D

Daci 2a3b se divide cu 2 rezultd b e {0,2,4,6,8) oo e LD
Daca b=0 rezultd g {.1,4, 7}
Daca b=2 rezulti a € {2,5,8}
Dacé b=4 rezulti a € {0,3,6,9}
Dacd b=6 rezultd a € {1,4,7}
Daci b=8 rezultd a  {2,5,8)
In total sunt 16 numere de form,‘a 2a3b divizibile cu 6; 14 in care a # b si doud in care a = b (2232 si 2838)
. 1p

Suma cea mai mare pe care o poate incasa rezolvitorul este de 9 lei  (14-0,50+2-1=7+2=9)

................................................................................................................................... Ip
SUBIECTUL II (7 puncte)
2) AT 21M 3 4D = 21T 7 A Bt Ip
Fie d cel mai mare divizor comun al numerelor a si b. Rezultd d|asid|brezultid | 7a-3b ......... 2p
Cum 7a-3b= 21" 4 28 — 21™F T = 18 2 d[10 v 0,5p
REZUIA A € {1,2,5,107 oottt ettt et e et e e e e e et e e e e s eae et e e e e et e e eaenes 0,5p
Numerele a si b sunt impare, rezultd d € {1,5}. Cumu(b) = 6 siu(a) = 4, deducemcad=1 ............. Ip
D) ODSEIVAIIL CA 01 = 7 131 ettt ettt ettt et s s e e e eaen b e s e st eneans 0,5p
(@,b) [a,b]l=a-b=91-1 = (21" 34 4)(21™ * 74 6) oo, 0,5p
Cuma>1,D>151a <D 2 aA=7SID = 13t 0,5p
EIerhuracin 8 T 5 U v oo s aussmtsn o s SR A5 (5538 TR 550 oo samnsocnns wincmesn 5 S 0,5p
SUBIECTUL III (7 puncte)
Q) MMz = MaMy = OCIM oo 2p
TPV s sommommmionesns 5666 €255 60008 2 05515 RS & 52« » o momwsn - 0.1 5 o urvrrin o o+ s+ €5 ¢ AL K 5 3 mRBIRS ¢ & @ VLSRR ¢ 5 0 Ip
b) MsMy = MMy + MgMy + oo My My =3 - SZ020 s 2

FINALIZATE: 70 5 80 ottt et ettt ettt ettt ettt e Ip
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SUBIECTUL IV (7 puncte)
a) Avem 1+ 2 4ot n= -n—(nz;l) ettt e ven et eeaeaens 1p

f.%:"i) < 180° i n este maxim = n = 18 ................................................... 2p
) ((+D+E+2)+ o+ +k—1)=90% k=741 =10 e 0,5p

i(k = 1) + 5525 = 900 = (k — 1)(20 4+ k) = 180° oo 0,5p

Cumk—1 €Djgosik—1<18 =k—1€ {1,2, 3.4, 5, 6, 9, 10, 12, 15} =
S Kk E{2, 3,4, 5, 7, 10,7 11, 13, 16} cooooeoeoooeeeeeeeoeeeeeeeeeeseee e eseesseeeeeesses e ees e Ip
AVEM K = 10, § = 5 ST K = 13, 1= L oo e oo er e e ee e oo e e e e e et e s e Ip
Finalizare: m(<As0414) = m(XA;0413) = 90° 1oooooooooooooooeeeeoeoeeeeeeoeeoeooeooeooeso R Ip

Nota: Orice solutie corecta diferitd de cea a autorului se puncteazi corespunzitor.
Comisia de evaluare poate modifica in mod unitar distributia punctelor.

-




INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BUZAU
" BAREM DE EVALUARE SI NOTARE

Cla}sa a VIl-a
SUBIECTUL I (7 puncte)

1++3 _1+ﬁ_3(1+\/§)_3+3\/§_\@(\@+3)_\/§
1+1.3 3+V3  3+43 3443 3+43

2

3
J 3

ajns=

1p-inlocuire si aducere la forma de a da factor comun;
ip-factor comun sau rationalizare;

1p-finalizare

b} n=?}iﬁ<:>n(l+b\/§):l+a\/_3_<37z+nb\/§:1+a\/§©71—1=\/§(nb—aj.
+ b3

Cum n-1eQ=> /3 (nb-a) eQ=nb-a=0=n-1=0=n=1
2p-aducerea la forma n-1=+/3 (nb-a);
2p-finalizare)

SUBIECTUL IT (7 puncte)

a) 100=1°+2°+3+4°....2p
3 3/ :
b) a,=10" ""*2=10"" 7 . 10%(1p)=10"""1  10%(1p) =10° . 100(2p)=(10%)- 100=
=(10%)°- (1%+2%+3%+4%)=(10" 1)>+(10". 2)°+(10. 3)*+(10". 4)° (1p)

SUBIECTUL HI (7 puncte)

a)[ME]=[MD](mediane n triunghiuri dreptunghice cu aceiasi

A ipotenuza)=> A EMD-isoscel (1p}.Dar MN este mediana = MN mediatoarea lui [ED]

si  cum erasi mediana pentru [BC] = AABC isoscel.(1p)
D b)Din [EM]=[MB]=> AEMB isoscel= m( ZEMB) =180° —2-m(/B)
Analog m(2DMC)=180° - 2. 771.(4&:) (2p)
= m(LEMD) =180°[180° — 2 - m(£B) +180° —2 - m(LC) =
C =180°-1(360%2(m(LB) + m(LC)1=180%[360%2(180%m( L4) )]=

=180°%-120%=60°(2p).

=[AE] = [AD]. AAEM= AADM(LLL) (1p) = AM bisectoare a unghiului A



INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BUZAU

SUBIECTUL IIT (7 puncte) » '

A ajunim N cuC In A NBC, NM si CP sunt mediane = intersectia lor este

centru de greutate.(1p)Din BQ mediand in A PBM si PM Il NC(PM linie mijlocie) =
BQ medianain ABNCz BD,CP,AM concurente(2p)

b)Ducem prin M,P,N paralele la BD care intersecteaza AC respectiv in
My, P1, Ni.(1p) = CM;=M;D=P;D=P1N1(2p) si AN;=N;D=

AD 5
iy ]
e 2( p)

Nota: Orice solutie corecti diferiti de cea a autorului se puncteazi corespunzitor.

Comisia de evaluare poate modifica in mod unitar distributia punctelor.
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INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI BUZAU

" BAREM DE EVALUARE SINOTARE
- Clasaa VIIl a
SUBIECTUL 1 (7 puncte)

a) Fiex,y € R Incitx? + 4y(y + 1) = 4(x — 1). Demonstrati ci {x + 2y — 1| < 2.

—202+6a—
b) Aflati valoarea maxima a fractiei —Zf—%a—g, a€R.
a<-2a+4
Solutie:
a) Aducerearelatieilaforma (x —2)2+ 2y +1)2 =1 ..ccccoiiiiiiiiiiniiin. 2 puncte
“(x=2) <1-|x—2| <1=sianalogpentru 2y+1 ......oooeriiririnnnn, 1 punct

Se adund membru'‘cu membru relatiile —1<x—-2<1si —1<2y+1<1 si finalizarea

.......... o X 4 ¢34 G 8 5 8 € 8 FIRUATY 4§ § 2§ UGN § % & 44 § SN 8 55 15 45 a1 13 55 04 L [T

—2a%+6a-8 _ -a®+2a-4-a’+4a-4 _ 4 (a-2)? ,
b) oarerrake . = (e )2gs o 2 puncte

(a-2)2 ‘ (a-2)? . .
Cum =>0=-1- < —1 deci valoarea maximi este —1, valoare care se
~(a-1)%+3 _ (a-1)2+3

© atinge pentru a = 2, pentru care fractia are SEnS........oooveveveeveveeeceeeeeeeeiees 1 punct

SUBIECTUL 2 (7 puncte)

- = i 1 PN Al _
Bie E(z) = [(x—3)(x+3)(x2+9)+81 16—(4+x)(4—x)] 5 ( x4 ) L ER \{ 9,0}
a) Aritati ca E(x) = 9—;35

b) Calculati E(1) - E(2)-E(3) - ....... E(2014)

50
¢) Aflati suma primelor 30 de zecimale ale numérului <E (?)) .

Solutie:

a) Efectuarea calculelor si aducerea la forma E (x) = %x Y S 2 puncte

b) E(9)=0= E(1)-EQ) EB) e " E(2014) = Qv s, 2 punct

50
19 |

) (E (7» SO0 e 1 punct

e m = < =1 —0000..01 aceasts fractie avand 30 zecimal
7100~ G10)50 — (10285 <~ toooyi® = 1050 = O ... 01 aceastd fractie avan zecimale
.................................................................................................. 1 puncte

Deci 11 — are primele 30 de zecimale egale cu 0, suma lor fiind O..........cccoeveveennen. 1 punct
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SUBIECTUL 3 (7 puncte)

Punctele A,B,C si D sunt necoplanare iar M este mijlocul segmentului [BC], T este mijlocul
segmentului [AC], N€& [AC] incat AN=2NC, P€ [AB] incat AP=3PB si R este simetricul punctului M
fatd de punctul N. Demonstrati cd punctele D, P, T si R sunt coplanare.

Solutie:
Patrulaterul MERT este paralelogram (diagonalele se injumatitesc)=> ME || RT (1).....c........ 2 punct
[ME] este linie mijlocie In ACBN = ME || BN(2)..ccooouiioiiiiiieee et Ipunct

%;—) = % = Z = BN || PT (3) (Reciproca teoremei lui Thales) si ME || PT.....ccccccconiiiiiininnns 1 punct

Din relatiile (2) si (3) rezultd cd ME || PT ceea ce impreund cu relatia (1) implicd faptul ca punctele
BT 51 P St GOHITATE. ..o cemcmmrmmenes ensemmns asmssmmessmsianss seimsessmaamsansss s s ssne s S5545.65 55 G009 04850 8 B3 2punct

L R U O 1 punct

SUBIECTUL 4 (7 puncte) .

ABCDA'B’C’'D’ este un paralelipiped dreptunghic iar ACN BD = {0}. Ducem AM.L A'B, M€ A'B,
CNLl C'B, Ne C'Bsi DP.L D'B, P€ D'B.

a) Arétati cd PCL(AMP).
b) Daci, in plus, MN[I[(ABC), demonstrati cd ABCD este pétrat.

Solutie:
gy Justifionre & ANEE DA BIC) (1 s s s s oo s msss sommasmmms 1 punct
PCc (A'BC) si impreund cu (1) = AMLPC (2) coooviiiiieeieiieeeeeeeeeeeeeceicinnens 1 punct
DPL D'B = [PO] este mediana corespunzitoare ipotenuzei in triunghiul dreptunghic DPB =
= PO === ATC N TR o ) N OT 1punct
Din relatiile (2) si (3) rezultd A PCLIAMP)....ccoiiriiiiiiieie e 1 punct
b) MNII(ABC) = MNII( A'B’'C") si cum (BMN)N (A'B'C")= A'C' = MN]J A’C’
BN _ BM .
T = T (4) (conform teoremei 1ui Thales) ......ccoevvreiieiieiieiiieeniecece e 1 punct
in AAA'B aplicam de doua ori teorema catetei: AB> = BM - A'B si AA'” = A'M - A'B
s 5 o BM _ AB
Impartim aceste doud relatii i obtinem YTV (5) oo 1 punct
2 <
Se procedeazd analog in ACC'B si obtinem % = ffrz (6) iar din relatiile (4),(5) si (6) rezultd
o1 a1 RSO S SOP OO U P TP OPURPPUROPON 1 punct

Noti: Orice solutie corecti diferita de cea a autorului se puncteazi corespunzitor.

Comisia de evaluare poate modifica in mod unitar distributia punctelor.



Inspectoratul Scolar Judetean Societatea de Stiinte Matematice
Buzau Filiala Buzau

Olimpiada de matematica 2014
faza locald

Clasa a IX-a

1. Numerele naturale impare sunt grupate in felul urmé&tor:
{1},{3,5},{7,9,11},{13,15,17,19}, ...
Aflati suma numerelor din grupa numarul n. Justificati raspunsul.

2. Sa se arate ca ecuatia

[ {a} = 500

are o infinitate de solutii in mul{imea numerelor rationale.

3. Fie a si b numere pozitive care verifica
a<l, a+b<5b.
S4 se arate c&
Va+ Vb <3.

Cand are loc egalitatea?

4. Se considers triunghiul ABC si punctele M € (AB) si N € (AC). Seg-
mentele MC gi NB se intersecteaza in punctul 7. Dreapta AT intersecteazs
MN sgi BC' in punctele P si D.

S4 se arate ci rapoartele

AM AP AN
MB’ PD’ NC

sunt in progresie aritmetica.

Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de Ilucru: 3 ore.



Inspectoratul Scolar Judetean Societatea de Stiinte Matematice
Buzau Filiala Buzdu

Olimpiada de matematicad 2014
faza locala

Clasa a X-a

1. Fie a i b numere pozitive distincte. S& se rezolve ecuatia

V-0 —-vVr—a2=a—b.

2. Fie A, B,C puncte distincte In plan, de afixe a,b,c. S& se arate cd
daca

|2a —b—c|=1|b—¢|,
atunci triunghiul ABC este dreptunghic.

3. Si se arate ca

a)
log, ;a < log, o(a+1),

pentru orice a > 0.
b)
log; 4 -log,; 6 - ... -logg, 80 > -;—
4. Fie > y > 0 numere reale care verifica egalitatea
B = g,

S3 se arate ci existd s > 0 astfel incat

s+1 38
x:(1+-1—> ) y:(1+1).
s 5

Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.



Inspectoratul Scolar Judetean Societatea de Stiinte Matematice
Buzau Filiala Buzau

Olimpiada de matematica 2014
faza locala

Clasa a XI-a

1. Fie A € M5 (C) o matrice cu proprietatea
B4 A+ A24.,., AP =5,
S4 se arate ci A este inversabild si si se dea un exemplu de astfel de matrice.

2. S4 se determine k € R astfel Incét limita

lim n* (\/ﬁ+1+\/n—1——2\/7—z)

n—00

s8 existe, sa fie finitd si nenuld.

3. Fie A € M, (C) o matrice astfel incat toti minorii de ordinul n —1
sunt egali intre ei. S& se arate c4 det A = 0.

4. Si se studieze convergenta sgirului (2,),s,, definit prin z; = V6, si

pentrun > 1
Tpt+1 = V 6+ zy.

Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.



Inspectoratul Scolar Judetean Societatea de Stiinte Matematice
Buzau Filiala Buzau

Olimpiada de matematicia 2014
faza locala

Clasa a XII-a

1. Fie (G, -) un grup si H o submultime proprie a sa. S4 se arate cd dacd
pentru orice € H gi orice y € G — H rezultd x - y € G — H, atunci H este
subgrup al lui G.

2. Fie A un inel in care 28 = z, pentru orice z € A. S se arate ci 72 = z,

pentru orice z € A.

3. Sa se calculeze

3sinx + 2cosx s
d (0, —).
/3cosx+2sinx T TE 2

4. Si se calculeze

/ (52° + 32%) Va? + zdz, > 0.

Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.



Olimpiada de matematici 2014
faza locald

Clasa a IX-a

Solutii gi bareme

1. Numerele naturale impare sunt grupate in felul urmator:
{1},{3,5},{7,9,11},{13,15,17,19}, ...

Aflati suma numerelor din grupa numérul n. Justificati raspunsul.

Solutie. Se observi cd suma ciiutati este, probabil, n........ badh § e o o o togoner & 4 xufoppeagtl 1p
Se aratd ugor prin inductie (sau direct) ci suma primelor 7 numere naturale impare este
B EE MU o s s st s e e s e e e s e e e e e s s e e 8 e e Al S s e e s E b e E e s 2p
in primele n grupe se afli 14+ 2+...4+n = ’—‘Qiﬂl numere impare, iar in primele n — 1 grupe,
1(”—2_—1—2 NUIMETE IMPATE. . ..o\ttt ettt ittt ettt et ettt it anaanaaeeaenns 2p

Deducem cid suma ciutati este

_n?(m+1)° n2(n-17°
Sn!n+1! “‘Snin—l! = 4 = 4 =n".

........................................................................................... 2p

2.54 se arate ci ecuatia

(o (=} = o000
T 2014

are o infinitate de solutii in multimea numerelor rationale.

Solugie. O clasa de solutii este, de exemplu,

x =2013n+ :
B 2014n’

unde n € N*.

Doar o solutie particulard (sau un numdr finit de astfel de solugii)...................... 1p

O clasd infinitd de Solutil ... .....oononit i 7p

3. Fie a si b numere pozitive care verifici

a<l a+b<5.
54 se arate ca
Vva+vb<3.
Cand are loc egalitatea?
Solugie. Avem
2
2(va-1)"+(vo-2) >0,

........................................................................................... 3p

inegalitate echivalentd cu

4(¢a+v3) < 2a+b+6.

......................................................................................... 1p



Dar
20a+b+6=a+(a+b)+6<1+5+6=12

4. Se considers triunghiul ABC gi punctele M € (AB) si N € (AC). Segmentele MC si

N B se intersecteazd in punctul 7. Dreapta AT intersecteazd M N si BC in punctele P gi D.
S& se arate cd rapoartele

AM AP AN
MB’ PD’ NC

sunt in progresie aritmetica.

Solutie.

Avem de ardtat ca
AN i —nelh Q
i s o x4 e S S el § 4 SIEVE § B G E 8 8 8N 6 BN 6 el R n T et na i el § 2 nedie v I8 1p
Dacd MN||BC, cele trei rapoarte sunt egale si concluzia e evidents .................... ip
Dacé nu, fie {S} = MN N BC. AplicAnd teorema lui Menelaus in triunghiul ABD, obginem

AM PD SB

PD AM SB AN SC

Similar, PA=NC b Inlocuind in (%) 2 - P4 =B SD + ~No 5p & efectuand
calculul, obtinem
AN MB CD 1
NC AM BD 7
relatie adevérats, care rezultd din teorema lui Ceva. ..o 2p
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Clasa a X-a
Solutii gi bareme

1. Fie a si b numere pozitive distincte. S& se rezolve ecuatia

Vz—b2—+/z—a2=a—b.

Solutle. Trebuie o5 avem 23 02, 5D 5 Gail shaaesyoms £y nssn s s ks v s s s 4 5 59 6 1319 1p
Ecuatia se scrie echivalent

aZ - bZ
=a-b
vz —b2 + Vz — a? :
.......................................................................................... 3p
de unde
Vz—b2++/z—a2=a+b.
Adunénd cu ecuatia initiala, obtinem
Vvz—b =a,
............................................. ssve 5 s i o 0 g o et seteiy Batie s gt e it s LA
de unde z = a® + b2, care evident este SOIUBIE. . . ... .ooveeeiiuunnneiiiiiiiii 1p
2. Fie A, B, C puncte distincte in plan, de afixe a,b,c. S& se arate ci daca
|2a —b—c|=|b—¢|,
atunci triunghiul ABC este dreptunghic.
Solutie. Avem, echivalent,
b+c|l |b—¢
e
........................................................................................ 2p
deci, daci M e mijlocul laturii BC, egalitatea precedenta se scrie
1
AM = -BC.
2
o s+ o atborid B ¥ Bedoid 5 5 AN T3 3 0 § 6 SRS BN D mle § uoeen wREl 3 v eenls i o s 6 < b ST 5§ SAIE § £ B B 5 3p
Deducem ci A se afli pe cercul de diametru BC, deci ZA=90°........................ 2p

3. S4 se arate ca

a)

log,,,a<log, o (a+1),

pentru orice a > 0.
b)

1
logs 4 -log7 6 - ... - logg; 80> .



Solutie. a) Inegalitatea e echivalentd cu

10ga+1 a- 1c'ga+1 (a' + 2) <L (*)
S& observam ca
log,  a+log, s (a+2)=log, ., (a®+2a) <log,,, (a®+2a+1) =2,

si atunci (*) se obtine din inegalitatea mediilor ...............ccoiiiiiiiiii 3p
b) Fie
A=logs4-log,6-...-logg; 80

si
B =log,;3-loggb-...-loggy 79.
Atunci din a) avem A > Biar AB=%. Deducem A> J................ooiiiiiiiiil. 4p
4. Fie z > y > 0 numere reale care verifici egalitatea

¥ =g~

S4 se arate ci existd s > 0 astfel incat
1 s+1 A 1 8
={14+ = ={14+-) .
== (1+3) . v= (14}

Solutie. Observam cd o,y # 1. ..., e o meinsta s bt A e s e 1p
Fie gp== ey v fmas nammen s 588005 1 355 1 2 5 1 sn 00, SRERIETIE e, 2 B T vhs, 1p
Atunci avem

z¥=y" & = (tz)* < (xt)x = (tz)" & ot =tr & = tTT.

........................................................................................... 3p
De aici
y=tr=1t+1
Fie
1
§= ——
t—1
Atunci
t=1+-
s
gi obtinem imediat concluzia doritd. ... ... ... .. 2p
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Clasa a 11-a
Solutii gi bareme
1. Fie A € M>(C) o matrice cu proprietatea
h+A+ A%+ . + AP =0,
Si se arate cd A este inversabild si sd se dea un exemplu de astfel de matrice.

Solutie. Avem
A+A2+...+A2014=—I2,

sau
A(~A—A2—...~A2°13)=I2
........................................................................ 3 p)
Deducem ci A este inversabild gi cd
A~—1:_A__A2____”_A2013.
........... ST £ B B 5 3 SR b et & 8 gead 8 § w4 seaere s s & o e mreniie S e oot s el FAGL D)
Un exemplu posibil este
a O
=(a2)
unde a # 1 este o ridéicind complexd de ordinul 2015 a unitatii............. 3p

2. Si se determine k € R astfel incit limita
lim n* (Vrn+1++vn—1-2vn)
n—00
sd existe, s fie finita si nenuli.

Solugie. Avem

VATFT+Va=T-2/a= vaFi-vi— (Va-va=T)
1 1

T Vntltya yJatva-1

I SV
- (Vat1+ym) (Va+ve=1)

—2
(Vn+1+vn) (Vr++vn—1) (Vn—1+vn+1).




3. Fie A € M, (C) o matrice astfel incat tofi minorii de ordinul n — 1 sunt
egali intre ei. S& se arate ci det A =0.

Solutie. Fie d valoarea comund a minorilor de ordin n — 1. Atunci

d —-d d
N —d d —d
A=\ g -d d
fnmultind liniile de ordin par cu —1, obtinem ugor c# det (A*) =0......... 4p
Dar AA* =detA-I,,deundedet A=0............................... 3p
4. Si se studieze convergenta sirului (z,),,~  , definit prin z; = V6, si pentru
n>1 -
Tp41 = \/6 + &y
Solutie. Se aratd inductiv ca girul este crescator ........ B e 5 e ¥ S sorid 2p
gl mérginit superior de 3. ::um s nmni o omim i mms nisvn s se s as s s 2p
deci CONVETZENb .o« « soms o5 wem < 3 5w s 5 vimes s s waivs s Sivin o 5 9508 ¢ 5 S500ws 5 3 5080 ¢ 4 1p

Trecand la limitd in relatia de recurentd obfinem lim z, =3.......... 2p
n—00
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Clasa a XII-a
Solutii gi bareme
1. Fie (G,-) un grup si H o submultime proprie a sa. S4 se arate ci daci pentru orice

z € H gioricey € G— H rezultd z -y € G — H, atunci H este subgrup al lui G.

Solutie. Ardtim cie€ H. Dacie€ G— H,ludind un z € H, arrezulta ez =z € G— H,

157111 ¢ (USSR INIIP- TSI SN o Mot SRS SRR |51 % TIC =D S 0 T O AR IONN Se 3p

Fie acum z € H. Arstim ci 27! € H. Daci z=! € G — H, atunci 2z ! = e € G — H,

ADBUTA . oo 7 ThecdfiFes iihaset e bimon 5 himsiancs & hebit T SBiobin Son ST 5 Pt et § A 5 wuns 5 msiies o 0« Gobodl o § bl 2p

Fie z,y € H. Ardtdm ci zy € H. Si presupunem zy € G — H. Conform celor precedente,

zleH Daratunciz™  (zy) =y € G—H,absurd.. .......ccoooviviiiiiiiiiniiiianannn., 2p
6 2

2. Fie A un inel in care z° = z, pentru orice z € A. Si se arate ci z? = z, pentru orice

xz €A

Solugie. Pentru x = —1, obtinem 1 = —1, deci 1 + 1 = 0, de unde x + = = 0, pentru orice
TO: s Beem 5 kil 6§ Ao o B o R0 £ E RS ¥ B0 T S Bt D 6 A TS SRR T U TP RN T S R ¥ F B e e § B Breubedd 2p
Apoi, pentru z € A,
1+z=(1+2)° =1+ 6z + 152° 4 20¢® + 152 + 62° + z°
=14+224+2*+2° ;

....................................................................................... 2p
deci
0=2>+z
........................................................................................... 2p
Deducem
z=2°%=2%%= —2%¢% = —g% = 22,
CEEA €& AOTOATIL. . . ..ottt ittt ittt ettt e et e et e e e e et e a e et e e et aaeans 1p
3. S& se calculeze .
3smx+2cos:rdx . (0 z)
3cosz+2sinz 12/
Solutgie. Aflim a,b astfel ca
3sinz + 2cosz = a(3cosz + 2sinz) + b(3cos z + 2sinz)’
....................................................................................... 3p
Obtinem
3sinx + 2cosz 1 .
....................................................................................... 4p

4. S& se calculeze

/ (53:5 + 3:(:3) Vad +zdz, z>0.



Solutie. Avem

/ (52° + 32°) V23 + zdz = / (52* + 32%) /25 + 23dx.

............................................................................... TP . ] o
Cu substitutia 2° + 23 = ¢, avem (5x4 + 3:1:2) dr=db,. ..o 1p
gl integrala devine

/ Vidt,
de unde 5
/ (525 + 32°) V23 + zdz = 5 (z®+2*) Va3 +z+C
........................................................................................... 3p
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