OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 10.02. 2024
BAREM DE CORECTARE - Clasa a X1 — a

PROBLEMA 1.

a) S& se determine valorile lui a si b, astfel incat

lim <a€/x3+bx2+a+b\/x2+am+b—5x> =5;

r—00

(n+3)!
K22k 42
b) S& se calculeze lim ( +Z 3 k—:—l k;++ 2),)

Barem de corectare.

a) Fie L = lim (a\/x3+bx2+a+b\/x2+(m+b—5x

Deoarece pentru a + b # 5, |L| = hmx \/1—1— +——|—b\/1+ +——5 = 400,
pentru ca limita sa fie finita este necesar caa +b=>5. ... ... .. il (2p)
b 5ab
Astfel, L = lim,_,, (a (\3/a:3+bx2+a—x) +b(\/:c2+a:c+b—x)) = a-§+b- g = %,
deunde L=5<a+b=5siab=6< (a,b) = (3,2) sau (a,b) = (2,3) ..cceevoen.... (2p)
b) Deoarece
R 42k42 O 1 1 1 1 (2p)
“k(k+1)(k+2)! = \kE+D! R+D(R+2)!) 2 (+1)n+2)!0 7 P
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limita din enunt este lim || 1+ =c . (1p)
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PROBLEMA 2. Se considera sirul (7,),,, definit prin zo > 1 §i 2,41 = ey pentru
xn

n € N. Sa se studieze convergenta sirului (), >0 S sd se calculeze lim n? (\ [Ty — 1) :

Barem de corectare. Deoarece z,,1 —1 = Tn _T_ , inductiv se demonstreaza ca x, > 1, pentru
Tn
OTICE M € N L (2p)
1 - n 1 n . 9
Astfel, cum z,, 1 — 2z, = (1-z )i 2+ n) < 0, sirul este descrescator. .................... (2p)
Tn

Asadar, sirul (xn>nzo este convergent. Trecdnd la limita in relatia de recurenta, se obtine ca

T (1p)
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T — 1 T, — 1 xn_1—1<xn_2—1<. To —
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‘TZQ (w/l'n - 1)| = W (ZE’n - 1) < = —— - — — 0. A§adar,

7 10

PROBLEMA 3. Si se rezolve in M, (R), ecuatia matriceald X? = A, unde A =
15 22

Barem de corectare. Din teorema lui Hamilton-Cayley, X? = tr X - X — det X - I, iar din

det X? = det A =4, obtinem cd cd det X = 42, ... (2p)
Astfel, X? = tr X - X £ 205, iar ecuatia devine tr X - X = A £ 2[5, de unde X = trLX (A£20).
Urma lui X se determing din (tr X)? = tr (tr X - X) = tr (A+2L) =tr A+ 2trlh.......... (3p)
Asadar,

e Dacii det X = 2, atunci tr X = £1/33, de unde X = j:L O IR (1p)

V33 \ 15 24
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e Daca det X = —2, atuncitr X = 45, deunde X =+ | ...l (1p)

PROBLEMA 4. Se considerd matricea A € M, (R). Si se arate ci dacd tr A2%?* = 1 gi
det (42928 4 A2022 + 4+ A4 [,) =0, atunci det A = 0.
Barem de corectare.

Dacd B = A% atunci, din B — I, = A*% — [, = (A — L) (A®% + A2022 + | + A+ [,) rezulta

Cl et (B — Lo) = 0.ttt (3p)
Fie acum f(z) =det (B—z-L)=2>—trB-z+det B=2?>—x+detB. ................ (3p)
Cum f (1) =det (B—1I3) =0, obtinem cidet B=0=det A=0........c.cociiiiiiiia.. (1p)

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



