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PROBLEMA 1

Se dau numerele

x=3R0% 4 (5°F 1 (52|22 3-3si y=100:p3+34: |23 1183401200
a)Comparati numerele 3* si 5°

b)Demonstrati ca x*°" + y**'* nu este patrat perfect.

Solutie:
a) x=18. i, 2 puncte
V=4 e, 2 puncte
3°=27% 5" =625 .. 1 puncte
Deci 3" >5" 0,5 puncte
2013 2014 _ 2013 2014= 2013 2()14=
b * Ty =184 (6+2)" 4a®= 1 punct
=4p+2
Deci x*°"°+ y**"*nu este pitrat perfect ............. 0,5 puncte
PROBLEMA 2

Se considera numerele naturale nenule x, }F,z.fmpdrﬁnd pe x la v obtinem catul 4 i restul 3.
fmpdr[ind pe ¥ la z obtinem catul 5 si restul 4.
a) Aratati ca x = 100,
b) Determinati numerele x,z,V stiind ca x +yv +z = 153,
G.M.nr.4 E: 14479

Solutie:
X=AY+3 5 Y>3 0,5 puncte
V=S5ZH4 5234 o 0,5 puncte
a) 7>4 = 572520 =252+4>24 Sy>24 1 punct
y>24 =24y>96 =>4y+3>99 < x>99 ... 1 punct
X399, XEN=XZ100 ..o 1 punct
b)  (Ay+3)+Y+Z=153 1 punct
Sy+z=150 =5-(5z+4)+z=150 =z=5 .....ccccee.... 1 punct

y=29;x=119 1 punct
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PROBLEMA 3

xx9 +8x+7
a) Aratati ca % € N, unde x este cifra in baza 10.

x9x + x6
b) Calculati 2014 —(2013-2012+2013): 2013,

Solutie:
a)
Calculeaza numaratorul si obtine 100x+10x+9+8-10+x+7=111x+96......... 1 punct
Calculeaza numitorul si obtine 100x+9-10+x+10x+6=111x+96................... 1 punct
Deci xx28x17=111x+96=16N ...................................... 2 puncte
xX9x+ x6 111x+96
b)
Scoaterea factorului comun din paranteza 2014 — 2013(2012 + 1) 120137 ............ 1 punct
2014—2013-2013:2013% ...ooovovieeeeeeeeeans I punct
Finalizare 2014 —1=2013 ....ccccceiriiiirieiieeeieeeeeene 1 punct
PROBLEMA 4

Se dau mulfimile : A={x EN’| 2x <8},
B={x E N*lx=2"" n€ A},
C={xENlx=m—n, mE B, n €A, m=nj.
a) Determina elementele multimilor A, B §i C;
b) Determina elementele multimii A N B N C;
¢) Stabileste valoarea de adevar a propozitiei: “Mulfimea (AY BVUY C)\ (AN BN C)

contine numai numere consecutive.”

2X<8SIXEN 2 A={1234} oo, 1 punct

x=2""NEA = B={1,248} wereeeeereerrrnrn. 1 punct

x=m-nmEB, nEA m>=n = C={1,2,34,56,7} orrrrereiieereeeeeeecrnnnen. 1 punct
ANBNC={1,24) i 1 punct
AUBUC={1,2,34,5,6,7,8} oo I punct
(AUBUC)YNANBNC)=(3,56,7,8} «covvieeiiiinn, I punct

Propozitia este FALSA (3, 5 nu sunt CONSECUtiVe) ..........ocoovveverrvrnnnnes 1 punct
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PROBLEMA 1

Aflati numerele naturale a si b stiind cd [a,b] este de 15 orimai mare decat (a,b) si 5a
+3b=150. Am notat cu [a, b] cel mai mic multiplu comun si cu (a,b)cel mai mare divizor

comun al numerelor a §i b.
Gazeta Matematica

Solutie:
Fie (a,b) = d ,atunci a=d-x , b=d-y, unde X, y E N si (2, ¥)=1...ccovvvvvrierrrrrrnnn. Ipunct
Din a *b = (&, b)-[a, blsi[a, b]=15-d , obtinem d-x-d-y=15-d.........................2 puncte
xy=15 =S, v)E (115 ); (15 1) (35505 3 e, 2 puncte
Prin inlocuire in relatia 5a+3b=150 obtinem d€{3: 5} ........cceceveveveveeveeeeeeeenn. Ipunct
Finalizare: (@, b)€{(3;45); (15:45)} .o ee e e e e e e e e A punct
PROBLEMA 2

. 1 2 3 2013 . 1 1 1 1 o e

a) Fie numerele a=—+—+—+....4+4 —— sia=—+—+—+....+—— . Aratati ca
2 3 4 2014 2 3 4 4
a+b N
3

b) Calculati S =7+14+21+....+364 si aratati ca 531S.

Solutie:

2 3 4 2014
a a+tb=—+—+—+....+—=1+ H4..441=2013=3-671.ccourveeeeeeeeeren.... 3 puncte
) 273 4 2014 ]14;{%13‘(‘;43 b
a;b:67leN ...................................................................................................... 1 punct
b) S:7+14+21+....+364:7-&é53 ................................................................ 2 puncte

finalizare S =9630NI3 ........oooiiiiiiee e ee e 1 punct
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PROBLEMA 3

Cu 6 ani in urma vdrsta fiicei era egala cu 0,2 din vdrsta mamei, iar peste 9 ani vdrsta
fiicei va fi 0,5 din varsta pe care o va avea mama. Cdti ani are fiecare in prezent?

Solutie:

Stabilirea necunoscutelor: f - varsta fiicei in prezent si m - varsta mamei In prezent si
formarea relatiilor

F=6=02-(m—6)si f+9=0,5-(M49) o, 2 puncte
Exprimdm necunoscuta f din ambele relatii f = m=6 +6 respectiv f = m; °_ 9...2
puncte

. . m—=6 m+9 .
Egaland obtinem 5 +6= 7 O=m=31 ani cccccvvvrrrieiiiieiieeieeeeeee, 2 puncte
Decif:m_6+6:11ani .................................................................................... 1 punct
PROBLEMA 4

Dreptele AB si CD sunt concurente in O. Stiind ca semidreptele [OM, [OT, [OR sunt
bisectoarele unghiurilor ZBOD,/DOM si respectiv ZCOB, iar m(ZAOM')=130°,

calculati:
a) m(£LROM) si m(LAOD);
b)masura unghiului dintre bisectoarele unghiurilor ZAOC si ZBOR.

a)

DIESEI ..ttt ettt et Ipunct
I(LROM ) = O0° ..ottt ettt e st e e e ettt e e e e taeeeesabaeeeesnsaaeeeesnnseeeeensees Ipunct
O N0 5 ) i | PSPPSR Ipunct
b) Notarea bisectoarelor $1 XPlCATE .........ccovuieeriierrieeeiiierie e eree e 2 puncte
ZAOC = ZDOB (0pUSE 12 VATT)...cccviiiiiiiieiieeieeeeeeeeee e Ipunct

FINALIZATE ...t ettt e et e et ee e e nbaeesnbeeennseeennseens Ipunct
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PROBLEMA 1

Sa se determine valorile intregi ale Ilui x, pentru care valoarea expresiei

J1-3f (3 -5 +y(1-v2) +414-645 + 6 - a2

este numar intreg.

E(x) =

x—17
Solutie:
‘1—\/5‘+‘\/§—\/§‘+‘1—\/§‘+‘3—\/§‘+‘2—\5‘
E(x) = e ieeeeeeeeeeeeeans 2 puncte
x—7
V3145342 -143-5+2-42
= et e e e e aee tee tee tee vee vee vee ees eeen 2 PURCEE
x—7
E(x) = 3 5 eZ daca (x—7)3,deunde x—7 € {— 3;—1;1;3} .............................. 2 puncte
rezulti ca x € {4;6;8;10} .................................................................................. 1 punct
PROBLEMA 2
. . : .. . 1 1 .
Determinati numadrul rational a, stiind ca + -a+ \/g este numar
Jo+a5 9445

rational.

Solutie:

a + a S = 2 puncte

1 1 ~
[J9+4ﬁ+49-4ﬁ}a+ N J(ﬁu)z \/(ﬁ-z)z

\/_: +AS = e e 2 pUnCEe

S + a +4/5 a + a4
‘\/§+2‘ ‘\/5—2‘ B+2 -2

=a \/5—2 +a «/§+2 +\/§= 2a+1 \/g este numar rational............................. I punct
(5-2)+a( | P

unde a numar rational daca 2a+1=0............... ... oo i iii it iee e e e e e e e e vee e el ] pUnCE
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. 1 g .
atunci a= ) NUMAr 1ational. ..........coooiit o it s et e et e ee e e e eee e e eenn ] pURCE

PROBLEMA 3

a) Demonstrati ca =l— I ,Vn,ke N
nn+k) n n+k

b) Se dau numerele:

a=d 23 4 LS 0 T o 34813+, 10018

2-3 3.5 5-8 812 12-17 17-23 23-30

Ardtati cd numdrul I=1/15a+ b eR-0.
1002

Solutie:
a)l— ! :n+k—n: k VLK EN (oo e e et e e e 2 PURCTEE
n n+k nn+k) n-(n+k)

1 2 3 4 5 6 7
b) a= + + + + + + =

2-3 3.5 5-8 812 12-17 17-23 23-30

i rrr ot 1ot v ot

2 3 3 5 5 8 8 12 12 17 17 23 23 30

11 7

2 30 15
b=3+8+13+...+10018=3+(5-1+3)+(5-2+3)+...+(5-2003+3) ...... ... cevvev....... I punct
3:2004+5-(14+2+...42003) =1002 - 10021 ... cc. oo eeeiee e ee et et et e et e et e eae eeneenn.  pUBCE
15a+L:10028 care nu este patrat perfect............ccccce e ves et vei i ie et vee e een o I punct

1002
Atunci I =,[15a+ b eR-0 Ipunct

1/ 1007 & BT Qi p

PROBLEMA 4

Fie ABC un triunghi oarecare. Poate fi impartit acest triunghi in 16384 de triunghiuri
congruente? Justificafi.

Solutie:

Fie M, N, P mijloacele laturilor BC, CA, respectiv ABdinAABC................... Ipunct
Obtinem AAPN =ABPM =ACMN =APMN , conform cazului L.L.L. ...........2 puncte
Prin acelasi procedeu fiecare din cele 4 triunghiuri se vor imparti fiecare in cate alte 4
triunghiuri congruente, se obtin 4° triunghiuri congruente................................1 punct

In continuare fiecare din cele 4° triunghiuri congruente se va imparti in cte 4 triunghiuri
congruente, rezulti 4° triunghiuri congmente et e e aee aeeaee vee vee eee eee veewnn | pURCE

Procedeul se continud, pana obtinem 4’ = 16384 tr1ungh1ur1 congruente... ........... 2 puncte
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PROBLEMA 1
Fie a,b € Rastfel incit a=b—1gi b €[1;3]. Sa se arate ca:
Ja? +b> —2b+1+a’ +b* —da—6b+13 = 24/2.

Solutie:
Avem:
Ja? +b> —2b+1+Ja® +b* —4a—6b+13 =
............................................ 2 puncte
Ja@ + (=17 +1(a=2)* +(b-3)* =
\/az+a2 +(@a—2)* +(a-2)* :\/2a2 +42(@=2)> =i ] punct
(@a=2)"+(a-2) ) P
|a|\/§+|a—2|\/_=2puncte
(=1 =3DV2 = oottt ] pURCE
(D=143=D)V2 =272 oot e ] punict

PROBLEMA 2
a) Patratul ABCD si dreptunghiul ABEF sunt situate in plane perpendiculare. Daca
AB=40 cm, BE=30 cm, aflati d(D,EF) si d(E,AC).
b) Cubul OLEMPICS are lungimea muchiei OP=6 cm.
Calculati: i) lungimea diagonalei paralelipipedului dreptunghic format alaturand douad
astfel de cuburi;

ii) d(M, (PLC));

iii) m( < (OC, (OLE))).

(Gazeta Matematica nr.1/201 1-Suplimentul cu exercitii)

Solutie:
a)Figura: ... 0,50 puncte
DA 1 (ABE)
Din EF < (ABE)—DF | FE = d(D,EF)=DF =50cm .................. 1,50 puncte

;P

AF 1 FE
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Din

EB L (ABC)
AC c (ABC)} = EO 1 AC = d(E,AC)=EO =1017cm ............. 1,50 puncte
ducBO L AC e

b) Figura: ... 0,50 puncte

1)d= 636 CM oo, 1 punct

ii) d(M, (PLC)) este iniltimea tetraedrului MPLC ....... 0,50 puncte,

AM, (PLC)) =43 0 woeeoeeeeeee e 0,50 puncte

iii) In AOEC dr, m(<E) = 90°, (0,50 p), sin(<(OC, (OLE)))= g ................. 1 punct
PROBLEMA 3

Fie E(x,y) =2013x-2014y-1
a) Dacaxe[-1;1] siye[-2;-1] aratati ca E(x; y)>0;

b) Determinati numarul divizorilor maximului lui E(x,y).

Solutie:

a)-1<x<1 => -2013<2013X<2013  oiniii et e Ipunct
S2<y<-1 => 2014<-2014y<4028 oo 1 punct
Adunand aceste relatii obfinem 1<2014x-2015y<6041 ...............ccccceeeueee..... I punct
lar scazand din fiecare membru —1 si obtinem : 0< E(x ;y) < 6040.....................I punct

b) max. E(X; ¥) =6040 =27 - 5+ 151 cooeieieieeeeeeeeeeeeeeee e, 1 punct
Demonstratia ca 151 este NUMAL PIiM ....cccveeeeiiiieriiieeriee e eveeeiee e e e e a 1 punct
Numarul divizorilor este (3+1)-(1+1)-(1+1)=4-2-2=16 divizori ...................I punct

PROBLEMA 4

Fie A,B,C,D patru puncte necoplanare §i G;,G,,G; centrele de greutate ale ABCD, AACD

respectiv AABD.
a) Aratati ca planul (G;G,G3) este paralel cu planul (ABC);

b) Demonstrati ca dreptele AG;, BG, si CG3 sunt concurente.

Solutie:



a) Fie (BM),(AM) si (BN) mediane in ABCD, AACD respectiv AABD iar G,G,,G3
centrele de greutate ale ABCD, AACD respectiv AABD. Atunci G1,G,,G3 apartin
segmentelor (BM),(AM) si (BN) ........coeviiiiiiinn. 1 punct

Cum BG,/BM=2/3, AG,/AM=2/3 = BG,/BM= AG,/AM =(r.t.Thales in AAMB) GG,

G,G, || AB. Dar ABC(ABC) = G,G, | (ABC) ) oo, 1 punct
BG1/BM= BG3/BN(=2/3) =(r.t.Thales in ABMN) G,G, |l MN dar (MN) linie mijlocie in

AACD = MN | AC = G,G, | AC dar ACC(ABC) = G,G, Il (ABC) ............. 1 punct

dar G;G3 GG sunt drepte concurente din planul( G; G, G3) = (G,G,G,) Il (ABC) ....1 punct

b) In AAMB ,AG,nNBG; ={P} , G,P/PB=1/3 . Presupunem ca, CG;nBG, ={P’}...... 1 punct
In ACNB G,P’/P’B=1/3 = exista doua puncte in interiorul (BG,) care il impart in raportul
1/3absurd. ... 1 punct



