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Olimpiada Nationalad de Matematici 2017
Etapa locala — Iasi, 24 februarie 2017
CLASA a IX-a

Bareme si solutii
Problema 1

1. Determinati numerele reale x, pentru care are loc egalitatea {\} + { 2,\'} = [—J , unde { /} reprezinta
partea fractionara iar [t] reprezintd partea intreaga a numdarului real 7.

Solutie:

Deoarece {x}e[0,1) si {2x}€[0,1), rezulta ca {x}+{2x} = [%J =k e[0,2). dar ke Z.seobtin

pentru & valorile 0 ST 1 ... 2p
Pentru =0, [% =0 x€[0,2) seobtin egalitatile {x}={2x} =0, adica xe Z. rezultd xe {0,1}
J
Ap
] 1+ [.\‘]+ [2.\']
Pentru =1, =1 xe[2,4) se obtine egalitatea ~[x]+2x-[2x] =1l & x=—" 1
2
5 3 7 5
Dacd x €| 2, | atunci [x]=2[2x]=4,rezulta x=—€|2,=|.......... .1p
2 3 2
5 5 . 3 8 |5 |
Daca x e ; , atunci [x]=2,[2x]=5,rezulta ngg 5,3 1p
. 10 7
Daca \6[3 %j atunci [x]:3,[2x]:6,rezulté xz—}—e[3§j 1p
- 7 3 11 |7 ‘
Daca xe e 4 |, atunci [] 3,[2x]: 7,rezultd x=—e 5,4 ............................................... Ip
V4 5
Problema 2
T 1 1 1 .
a) Ardatati ca + > oricare ar f1 x, ye (0,4 ).

(1+x)2 (1+y)2 I+ xy
b) Daca a,b,¢,d € (0,+). astfel incat abcd =1, aritati ci:

1+1+1+121.

(l+a)2 (1+b)2 (1+c)2 (Hd)2
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Solutie:
\ I | 1 (l+2y+y2)(l+xy)+(l+2x+x2)(1+xy)—(l+2x+x3)(l+2y+y3) :
a = & = — = = ;5 ... D
(I+x) (I+y) l1+xp (I+x) (1+y) (1+xv) :
(l+2y+yz)(l—I—xy)+(1+2x+x2)(l +xy)—(l +2x~|—x2)(] +2y+y3) X ptay’ - 20— x5 +1
- = = 2 T —— 1p
(]+x)_ (1+y)' (I+xy) (l+x)_ (l—i—y)“(lery)
x3}’+,\1)f _2“\3):'\‘2); o xy(x:y)' +(7xy—1)“ DU wonrsrensins AR S v s s S TS 2p
(l+x)‘(l+y)'(l+xy) (l+x)" (l+y)— (l+xy)
b)17+17+],+]721+l ....................................................................... 2p
(I+a) (1+b) (l+c¢) (1+d) l+ab l+cd
1 + 1 = ] + l :1 ..................................................................................... ll)
I+ab 1+cd 1+717 l+cd
cd
Problema 3
Determinati numerele reale strict pozitive ¢,,a,,q;,......, a,,... ,stind ca
a’+a) +a +..+a] =(a +a,+a, +...+a”)2 ,oricare ar fi ne N
Solutie:
Pentru n=1 se obtine 4’ =4, < 4 (al —1) =0 aq =1
Pentru =2, stiind ca a, =1, se obtine 1+a,’ = (1 +((2)2 < a, (a, —2)(a2 +1)=0a, =2 2p
Se intuieste ca a, =n, oricare ar fi ne N si se demonstreazi prin inductie matematica............... 1p
P(n):a,=n
P(1):a, =1(A)
Se presupun adevarate P(l),P(2) ...... P(k)
Se demonstreaza P (k +1)
o o . B (k+1) k(k+1)
Se utilizeaza sumele cunoscute I’ +2° +3" + .. + k' =——— 2 4243+ 4+ k= S e 1p
o o . R (k+1) k ’
P+2"+3 + +k +a, =(1+243+..+k+aqa,,,) <:>—(4+—)+a;+I :[@4-61“]] ............... Ip
o (g =k =1)(a +5) =0 ap =k +1, fINaliZare......ooovvvvveeeiioeocoeoccoeoeccceeeee 2
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Problema 4
Consideram A4BC si D, E, F intersectiile medianelor din A4, B, respectiv C cu cercul circumscris
triunghiului. Ardtati ¢ daca AD+ BE+CF =0, atunci :
a) triunghiurile ABC si DEF au acelasi centru de greutate;
b) triunghiul ABC este echilateral.

Solutie:

=

a) Fie O, centrul cercului circumscris triunghiului 4ABC . Avem ca
AD=AO+O0D, BE=BO+OE, CF = CO+OF ..oovvvooooooooeooeeeooeeeeeeoeoeoeoeooeoeoeoeoeoeooooo 1p

si atunci relatia din ipoteza devine 04+ OB+ OC = 0D+ OF + OF , deci daca G st G' sunt centrele

de greutate ale triunghiurilor ABC si DEF atunci vom avea ci 30G =30G', deci G=G".......... 2p

b) Dacda A'si A" sunt mijloacele segmentelor [BC] si [EF], atunci G, 4' si 4" sunt coliniare....1p

GE:a i G—kT:ﬁ,deCi GE =aBGsi GF = fCG .
GB - GC

Fie

Din Fz%(@+ﬁ)z%(d%+ﬂ@), Jz%((?B@(Y) si GA'=AGA" | rezulta ca

a-A=f-i=-1,deoarece vectorii GB sl GC sunt liniar independenti, deci @ = ......ccoo..... 1p
Prin urmare % = gf = EF||BC,sicum EFBC este patrulater inscriptibil va fi trapez isoscel sau
dreptunghi, dECI GB = G ....uiiuiiiiiiieeeee e Ip
Analog GA=GB=GC . deci G=0, adicd AABC este echilateral................cocovvvereeeioeeeeere, 1p
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Olimpiada Nationala de Matematica 2017
Etapa locala — Iasi, 24 februarie 2017

CLASA A X-A

Problema 1.
Determinati numerele naturale » pentru care

1 1
+

11 1
NETMN AN TN T

Gazeta Matematica 12/2016
Solutie §i barem
) . . . . 2 )2 2 32 2)2
Egalitatea din enunt se poate scrie sub forma f(n)=1.unde f(n)= =1 + = + r +
D) /

I

j_ .neN.(2p)
Observamca f(2)=1.(1p)
Daca ne{0,1}. atunci f(n)> f(2)=1. (2p)

Dacd n>3. atunci f(n)< f(2)=1, asadar singura valoare convenabila a lui n este n=2. (2p)

21z

o

[USH N S)

Problema 2.

Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia

Jx+24x =1 +4x 2451 =log, (x-1).

19

Solutie §i barem
Din conditiile de existentd obtinem ca x >1. (2p)

Cum membrul stang este nenegativ, deducem cd log, (x—1)>0. de unde x<2. (1p)
;

Pentru xe(1,2] avem cd \/x—|—2x/x—1:,/(\/x—1+1)2:\/x—1+1 si x—24x—-1=
= (\/.\-—1—1)2 =1-x—1.(2p)

Ecuatia devine log, (x —1) =2, cu solutia x :% . (2p)

5
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Problema 3.
Spunem ci o functie f:R— R este remarcabild daca f(x3 ) =f7(x).oricare ar fi xe k.

a) Ardtati ci existd functii remarcabile neconstante.

b) Demonstrati c¢i o functie remarcabild nu poate fi nici injectiva, nici surjectiva.

Solutie si barem

. _ 0, %<0 _
a) Functia R >R, f(x)= , o este remarcabila. (3p)
, X2

b) Fie f o functie remarcabila. Avem cd f(0)=f" (0)./()=r7(1) si f(=1)=77(-1). prin
urmare f(0).7(1) si f(~1) sunt elemente ale multimii {0,1} . Rezulta ca mécar doud dintre aceste
valori ale functiei sunt egale, deci f nu este injectiva. (2p)

Daci xe R, atunci f(x)= ;‘(( \)j =f? (\/:)20 asadar Im f <[0.+0): deducem ca functia /

nu este surjectiva. (2p)

Problema 4.

Daci ¢ este un numar complex, considerdm multimea

M“:{:eC|

az +l’ = {z} } .
Notim cu F, multimea imaginilor in planul complex ale tuturor elementelor lui A7,

a) Determinati Fo si Fi.
b) Demonstrati ca ‘F,, este o dreaptd sau un cerc.
Adrian Botan
Solutie si barem
a) M, ={zeC||z|=1}. deci Fo= @(0.1). (1p)
z+1|= ‘z’ } , deci F este mediatoarea segmentului OA4. unde A(-1)). (2p)

M, ={zeC

:}:]@‘z—(—zwz\:}@PA:P(). unde A(f;) si

{3

J si P(z). prin urmare ‘f, este un cerc avand centrul pe dreapta OB (cercul lui

b) Dacd |a|=1. avem: ‘az+l}:‘:’©‘a(z+;>

P(z). prin urmare ‘f, este mediatoarea segmentului 04 . (2p)

7
P

=k

-

@k-PB:P()QQ:
PB

1
z+—
a

Daci |a|=k ¢ {0,1} , avem: laz +1| = < ld

a

2

=k=1.unde B[—

Apollonius). In cazul a =0. am vazut deja ca Fo= @ (0.1). (2p)

Noti: Orice altd solutie corecti sau demers de rezolvare corect se vor puncta corespunzator.
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Olimpiada Nationala de Matematica 2017
Etapa locala — lasi, 24 februarie 2017
CLASA aXla

Barem

1) Determinati parametrii a,b,c €R astfel incat lim x( ax> +bx+c-2x— 3)2 2017

x>0

Solutie si barem:

; . | b ¢ 5
llmx( ax® +bx+c¢ —2x—3)= limx?|  Ja+—+—-2-=|= w-(\/a —2),
X—xn X—>® X x"’ x

de UNdE ODTINEM @ =4 .eoiiiirieiiiiiierie e s 2p
Inlocuim si amplificim cu conjugata, obtinand astfel

B B T e o o5 S RS S5 P A i o 0 AR R A RS R 5 AN S 3p
‘;9=2017:»c:8077 ................................................................................................ 2p

2) a)Fie A eRcu|Al<] siconsiderdm sirul de numere reale (a” )1721 . Demonstrati ca, daca sirul

(a,, - /1(1”)”21 este convergent la / € R, atunci sirul (a, )”2] este convergent si are limita

egald cu

b) Fie (x, )”Zl un sir de numere reale cu proprietatea ca sirul (v, )”Zl definit prin
y, =9x,,, —12x,,, +4x,,Vn 21, este convergent. Demonstrati ca (x” )”Z] este convergent.
Solutie si barem:

a) Consideram sirul y, =a,,, —Aa, ,n>1. Obtinem:

Y, =a, —Aa,

1
Vs =a; — Ay |
A
Y, S8, — Al =
| ; R .
v, =a,,—Aa, |-— siadunand relatiile vom avea:
s in—l

Str. N. Balcescu nr. 26, 700117, lasi
Tel:  +40(0)232 2680 14
Fax: +40 (0)232 26 77 05
www.isjiasi.ro



MINISTERUL EDUCATIET NATIONALE

Inspecic

1dsi

| | 1 |
_V1+z'y3 +?'y3 +...+F')/”:F'CIHH—MI ............................................. 2]7
v+ : ¥, + | :
1 o, 2 Y3 o=l yn
Deci lim(a”+I -Aa, ): lim A ] 4 S8 s cnnetnn e 07 o ————— Ip
in—l
|
;j; ’ y17+l y
= lim l l =liml =l conform lemei Stolz-Cesaro
/1; - /1/74
. : [
Asadar, lima,,, =lim Tl oy, Ay | = Ip
n—wu n—9w -—ﬂ/ l_ﬂ/
b) Fie limy, =a,a eR. Impartind relatia din ipoteza prin 9, obtinem:
Y, 4 4 2 2 2
L= ==, Pk, = | Ky == B | 7| Bt — TFy, | comuesmnmrversrosesasns oo s mmmmn Ip
9 3 9 3 3 3
. 2 ) . . ¥y 2 . A
Notand x,,, —=x, = z,, relatia precedentd devine: 9” =z, —=Z,, membrul stang avand
o D
«
limita egala cu & Conform a), limz, = L L e, Ip
9 n—m - g 3
3
“«
In concluzie, conform a), limx, = 0 5=t deci
n—w 1 e
3
sirul (x, )”Zl ESTE COMVEIZENE vttt ettt Ip
3)Fie 4,Be M (R) astfel incat 4’ = AB* — BA® si B’ =—1 . Aratati ci:
a) Matricea C = A° — B” este inversabila.
b) A°B=BA .
Solutie si barem:
Din ipotezd, A° — AB* +BA* =0, deci A(4” = B )+ B(4> = B*)==B° = I oo 2p
(4+B)-(4* —Bz):[” = Tl T L R Ip
Deci (42 =B )-(4+B)=1, = £ + £LB-BA-B =1, = A" =B A~ A*B............. Ip
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TS 9%

A> = AB’> — BA*| B= A°B= AB* - BA’B

.......................................................................... Ip
BlA =B*A—A’B=BA =B A—BA B .. ..coii i Ip
Inconcluzie, A°B=—A=BA B =BA" ..coooi i Ip
4) Se considerd matricele 4, B € M,(R) care indeplinesc urmatoarele conditii:
(1) det(4+2016-B) = det(2016- 4+ B) si
(2) det(A+2017- B) = det(2017- 4 + B)
Sa se demonstreze ca det 4 =det B .
Solutie si barem:
Fie f R—>R, f(x)= det(A + xB)— det(xA + B) , /- functie de gradul al doilea.............. 2p
11y = et B — et 4 BY = 1) oeomnocmmn st 12630053385 £358 5545 s £ 81 Ip
£(2016) = det(A+2016B)~det(20164+ B) =0 ..ccvvveiiiiiiiiiiiiiiiiieeiie e Ip
£(2017) = det(4+2017B) = det(2017 4+ B) =0 .oovvieiiiiiiiiiie i Ip
Deci fare trei zeroruri si fiind functie de gradul al doilea rezultd ca f(x)=0,Vx eR......... Ip
In concluzie, 7(0)=0, ceeace conduce la detA=detB ..........co.oiiiiiiiiiiiiii, Ip

Notd: Orice alti solutie corectd sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunzdator.
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Olimpiada Nationala de Matematica 2017
Etapa locala — lasi, 24 februarie 2017

CLASA A XII-A

1. Fie (G) un grup multiplicativ. Dacd a € G, se defineste functia f,:G —> G, f. (\) =axa .

a) Sase demonstreze cd f, este automorfism al grupului (G) pentru orice ¢ € G .

b) Si se demonstreze cd multimea /nt (G) = {f(, lae G} este subgrup al grupului (Aui (G),O) :

Rezolvare si barem de notare
2 f,(w)=a(w)a" =(axa”)(aya™) = £, (x) f,(),Vx.y € G = f, endomorfism .....1p
PR P 1130 S Y € R Ip
Finalizare 7 esteautomorfismal grupulul (Gy:) oo v msemsssmmmimmssssssoom Ip
bDaci a.be G = (£, 1,)(x)= 1, (f,(x)) =af, (x)a” =a(bxb™" )a™" =
—(ab)x(b'a") = (ab)x(ab) " = £, (x).VxeG = f,0f,= [, VaDEG . 2
PR S Al A T SRRV 1 (€)1 /-0 1 € R — Ip
ST 0271 () IO B (7174 (€T P —————————— Ip
2. Fie (G.) un monoid comutativ. p.g€N’,p#¢ si ae G unelement inversabil. Daca ecuatiile x” =«

si x¥ =@ ausolutii in G, sa se arate cd ecuatia X" =« are solutie in G, unde n= c.m.m.m.c.{p. q} )
Rezolvare si barem de notare
Fie y.z € G solutii ale ecuatiilor date= y” =a si =g
Cum a este inversabil = y,z INVBESEILE i cummmen s moamasorsnsom ssansassssmsrasass Ip

n=pa=qpf cua,felsi (a,ﬂ)=1:>§|v,seZ: av+fs=1 ... 2p

g=a" = (a”’ )v -(aﬂ )‘\ = (y”“)r -(z”ﬁ )A ...................................................... 2p
a= (y" )” -(:“ )H = (y" 4 )” .......................................................................... Ip

Finalizare covatin x° =4 aresolfil 77 58 s cmm sroammoorsssvosssmon s wasomns Ip

3. a)Demonstrati ci functia f:R — R, definitd prin:

0 daca x<0

f(x)y=< . 1 admite proprietatea lui Darboux pe X .
sin—-cosx dacdx >0
X
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b) O functie f :R — R, de doud ori derivabild pe R, verifica relatia:

F"(x)=2f(x) f'(x),VxeR.
Calculati [ = j(f '(x))2 - f(x)dx in functie de f'(x).

Rezolvare si barem de notare

a) Consideram functiile g,/: R — R definite astfel:

0 daca x<0

g(x)=cosx si h(x)=7 1| o wemmmmen s e & DS §§ SO § BRI 84 A3 ¥ 05 Ip
sin— daca x>0
X
Functia g este continud pe R, iar functia /2 posedd primitive si este marginita. ......1p

Prin urmare functia produs f = g -/ admite primitive pe R In concluzie functia [ are proprietatea lui

DarbouX P& IR 1 iene et e 2p

b) Avem:

I= jf(\) f(x)dx = Jf(x) F(x)- f(x)dx—_[f(v) A Ip
%jf'(x). 7)) dx——j [f() ]dx=z(f'(x))2+C ....................... 2p

4. Fie f:R — RRo functie continua si numerele reale asi b,a < b, astfel incat:

h b
J‘f(a +b+1—x)dx 2 Jf(x)dx,&/r e R. Demonstrati cd f(a)= f(b).

Rezolvare si barem de notare

Facem substitutia: @ +b — x+1 = y,de unde rezultd ¢ dx = —d)y , iar limitele de integrare devin:

x=a=>y=b+t

PP 2
x=b=>y=a+t ¥
a+i h+t
j/(a+b+1‘—x)d\——J.f(y)a’y jf(v)dv ............................. Ip
b+1 a+t
b+1
Fie functia F:R > R,F(1)= _‘- £ (x)dx. Deoarece functia f este continua(ipoteza), rezultd ca [ este
derivabila si F(£) = F(0), V1 ER. ..ot Ip

Prin urmare, 0 este punct de minim pentru functiei F'si cum £ este derivabild pe multimea numerelor reale. rezuta ca
F'(0) = 0 (teorema [ui FErMAL). ....euvumniiiiiiiiiii i e 2p

Cum F'()= f(b+1)— fla+1)= f(a)=f(D) rreriiiiiiiiiii Ip
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