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Olimpiada Nafionali de Matematicil 2017

Etapa locald - Iaqi, 24 februarie 2017

CLASA a IX-a

Bareme gi solufii

Problema I

1. Determinafi numerele reale x, pentru care are loc egalitatea {x} +{2x}

pafiea tractionara iar [r] r'eprezintd partea intreagd a numdlulu i real t.

unde {l } reprezintd= 
[;]'

Solu{ie:

Deoarece {x}e [o,r) ei {zx}e [o,r) ,rezuhdca {x}+{zx}=[;]=/re[0,2),d,ar ke Z.seobtin

pentru ftvalolile 0 qi 1 ........ ........2p
I r-l

Pentru k:0);l=0<)xe [0,2) seoblin egalit[1ile {x}={zx}=0, adicd xeZ. rczultd. xe {O,r}
L

Pentru *_].l;1- I 4:y x elz,4) se obline egaliratea x-[x]+ zx-lzxl: I <> " =t*H

Dacd x .1,:)atunci f*l=2,lz*l:4,rezuttd,,=1.1,:) . .rp

Daci x.[;,r),atunci l*]=z,lz*l=5, rezul td x=:.[;,r) . .lp

Daci x .lt:)atunci [x]=:,[zx] =6,rez'ttd,=|9 .lt:) .. .... . .:. ....rp

Dacd x .l: 
^)atunci ["]=:,[z*]=7,rezuttd,,=! .l: | ........... ..1p

Problema 2

a) Aritali .a --L * -- 
1 

> - 
1 

oricare ar fi x, ye (0,+oo).
(l +x) (t* y)- 1+ xy

b) Daca a,b,c,d e (0,+oo), astfel incdt abcd =I, ardta\i cd,:

-f .*--1_ *f . *-L - =r .

(1+a)- (t+r)' (t+c)- (t+a)-
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Solutie:

a) t _*__1__ I - (t+zv + v')(t+ *v)+(t+zr+ *')(t+ ry)-(t+2, + *')(t * 2y + y')
(l+,r')' (t*y)' l+^y (t +x)' (t* y)' (r +xy)

(t+zy+y')(t+ry)+(t+z*+*')(t+ry)-(t+zr+r')(r +2y+y'), xry+xy, _2*y_x2y'+l=m"""rp
x'y+xy' -2xy-xty2 +l _ tk f)t +(xy-l)' \ n

@=m>u""""" ...-.....2p

b) -+* l - *__-].*_l .
(l+a): ' ('*o)' ' (l+c)' (ilt' t*ob' t+cd """"""""'2p

lttl =_ _1............. .......1pl+ab l+cd I l+cd
cd

Problema 3

Deterrninali numerele reale strict pozitive et,a2,a3,......,at,,... , qtiind cd

ar' + ar' + a.' +...* a,t = (o, + a2 + a3 +...+ a,,)', oricare ar ft ne ly'* .

Solu{ie:

Pentru n:l se obline or' = or' e ar2 (o, -l) - 0 <> a, - 1

Pentru n:2,qtiindcd ar=l,seobline l+a,3 =(1+ or)t oo.(or-2)(a,+1)=o €az:2...........2p

Seintuiegte cE a,,:n,oricarcarft ne y'/- ;isedemonstreazdtprininducfiematematicd...............tp

P (n):a,, = n

P(t):a, = 1(A)

Se plesupun adevdrate f (t), f (Z) ,...., f @)
Se demonstreazd, f (t +t)

Seutilizeazdsrmelecunoscute 13 +23+33+ ...+k3 -trt(tt-+t)' ,r+2+3+... *o:o(n=*') ......lp42

,.....1p

l'+2r+3'+...+k' +oi-,=(r+2+3+.. + k+oo-,,' = 
t'(lr-+t)' *ai*t=(***o,,-,)...............1p
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Problema 4

Considerirn N4BC ;i D,E,F intersecliile medianelol din A,B, respectiv C cu cercul circumscris

triunghiului. Aratali cd dacd Zn + nA +CF :d , atunci :

a) triunghiurile ABC Ei DEF au acela;i centru de greutate;

b) tliunghiul ABC esteechilateral.

Solufie: 
i. -,

til

!i"

a) Fie O, centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Avem cd

7D =7d + oD, EE :Ed + oE, cF :C6 + oF .......... ..........1p

Ei atunci relalia din ipoteza devine O.q+On+Oe :OD+On+Op, deci dacd G gi G' sunt centrele

de greutate ale triunghiurilor ABC Ei DEF atunci vom avea cE 3OG =3Od', deci G : G, ..........2p

b) Daca I'qi l" suntmijloacelesegmentelor [fC] qi [ff],atunci G, A'qi l" suntcoliniare....lp

GE .GtrFie -- =a Si :-= B.deci GE=aBG;i Gtr = pCG .GB GC ' ' T--'

Din Ga' =!(o- cr) =)1"* * pcc). GF, = i(** ".) 
qi ctr, : 2GI, , rezutt6, cd,

2\

u')": F'2 =-1, deoarece vectorii GB Si Gd sunt liniar independenti, d,eci a : P ....................1p

GE C"
Pritr urtnare -- : u='= > EF ll BC , si cum EFBC este patrulater inscriptibil va fi trapezisoscel sauGBGC '

dreptunghi, deci GB = GC ......1p

Analog GA: GB = GC, deci G : O , adicd LABC este echilateral............ ....................lp
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Olimpiada Nafionall de Matematic[ 2017
Etapa localS - Iagi, 24 februarie 2017

CLASA A X-A

Problema 1.

Determinali numerele naturale n pentru care

1111
f 

-l-l- 

-t:;tl54" t127" Vg" \r
Gazeta Matematicd I 2/201 6

Solulie Si barent

Egalitatea din enun! se poate scrie sub lbrma f (")= 1. unde

.n e N. (2p)

Observdm ca ./ (z) = I . (1P)

Dacd ne{o,t} . atunci J ("), f (2)=t (2p)

Dacd, n > 3 . atunci / (") . / (2) = I , aqadar singura valoare convenabild a lui r este n = 2 . (2p)

Problema 2.

Rezolvagi, in mullimea numerelor reale,

-

J.r+2J.r-l

ecua!ia

r-------------:
+ V.,-- 2J-r' - I = log, ("-l) .

Solu1ie Si borenr

Din conditiile de existen!f, oblinem ci x > t . (2p)

Cum membrul stAng este nenegativ, deducem cd (r-t)> 0. de unde x < 2. (1p)

1

6

/ r\;
+l :l-\]J

log 
r

2

penrru re (1.2] avern cd ill+rn[_t= !F.'f =..1'J +l ei ff-rJ.._t
f.

r/tV;- r)- = I -'&l (2p)

Ecuafia devine (t-t):2. cu solugia (2p)

Olirnpiada Na{ional.i de Maternatice2}'fi - etapa locali, clasa a X-a, BAfi.EM

Jude{ul IA$i, :4 febniarie 2017
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Problema 3.

Spunenr cd o funclie /:lR. + R este remarcabild dacd'

a) A'ata1i cd existb funclii remarcabile neconstante.

b) Demonstrali cd o funclie remarcabil[ nu poate fi nici

/("') : f' (r), oricare ar fi x e lR

inj ectivS, nici surj ectivd.

Solutie Si barem
[0. -r<o

a) Funclia ./ :R -+ R. f (t)= 
1 ;, ,, O 

.u. remarcabild. (3p)

l t,

b) Fie / o tuncfie remarcabila. Avem ca /(o) =1'(0),/(1)=J' (t) ti /(-l):./'(*1). prin

urmare /(0),/(l) $i /(-1) sunt elemente ale mulfirnii {o,t} . Rezulta ca mdcar doua dintre aceste

valori ale funcliei sunt egale, deci/nu este injectivA. (2p)

Dac[ xe tR, atunci .f (*\=/f(V;)t)=,rt("f,)=0, agadar ln'tJ'c[0,+*): deducem cd funcfia./
J \ / " \\ t ) 

" \ t

nu este srujectivi. (2P)

Problema 4.

Dacd a este un numdr cotnplex, considerdm mullimea

M, ={, eCllaz +tl= lzl } .

Notdm ct fn rnulgimea imaginilor in planul complex ale tuturor elementelor lui M,,.

a) Determinali fo Qi fr.
b) Demonstrafi cd fo este o dreaptd sau un cerc.

Aclrian Bolan

Solu{ie si barem

a) Mo={ze cll'l =r }. deci fo= G(o'1). (1p)

M,={re Cllz+rl=lzl },deciflestemediatoareasegmentuluiOA,unde 
l(-l)).(2p)

b) Daca lol=t.avem: laz+11:l,lol,l,*")l=l'l -l'_(-;)l=lzlera:Po. unde ;(-o) ri

p(t). prin urmare f,, este mediatoarea segmentului oA ' (2p\

Daca lal =ke{o,r} , avem: laz+tl=l,lol,ll'.;l=',, -nl, t *)l=l,lo k PB:

=k +t, unde r[-+l qi p(z). prin ulmare fn este un cerc avAnd centrul pe dreapta OB
\. r-,

Apollonius). in cazul a = 0 . amvdzut deja cd f0= @ (o' l) . (2p)

POPOa-=
PB

(cercul lui

Notd: Orice sltd solutie corectd sau demers de rezolvsre corect se vor punctu corespunzritor.

olinrpiarla Nafionali de Maternati ca 20'17 - etapa locali, clasa a X-a, BAREM
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l) Deterrninali parametrii e,b,c eR astfel incAt

Solutrie Si borem:

Olimpiada Na{ional[ de Matematicil 2017

Etapa locali - Iapi, 24 februarie 2017

CLASA a XI a

Barem

ax'+bx+c - 2x-l)=ZOtl

-2),

de unde oblinem a = 4.'....... " "' 2P

irrlocuirn gi arnplificdm cu conjugata, oblinAnd astfel

b=12 ....'." 3P

c-9L-/-2017=c=80J7 ."...'.. 2P
4

Z) a) Fie 2 e R cu 1.2,1< I +i considerdm girul de numere reale (a,,),,,,. D.tttonstrali c6, dacd girul

f-\

la,*t-h,,)u,, esteconvergentla /e R,atunci girul (4,,),,'' esteconvergentqi arelirnita

I
egala cu" t-L

b) Fie (r,),,r, ungirdenumererealecuproprietateac6girul (y,),r, definitprin

!, = 9x,*z -72x,,*, + 4x,,,Y n > l, este convergent. DemonstraJi ca (x,, ),,,, este convergent.

Solulie Si barem:

a) Considerdrn girul !, = a,+t - )n,,,r > l. Oblinem:

lt=a'-ht
Ir

!:=at-h.l'^-l^

!t = u+ -'rl *l^

'l=-'
x.)
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Deci lim(a,*, - to,)= m
)'t t ;' lz * ,t 'ls *,..* .u '!,

A A- A _ ln...,,'.,,' . rI

",A,t
I

-. 

rJ
ntt / tt+1: lim 4' 

' ":' :lim !"' . conform lemei Stolz-Cesaro
/r+@ I I n+al-tr

;_ ,AAL
/\

Asadar, l,:g'o,u= 153[3 + )u"o,)=* .... Ip

b) Fie I*r, = &,d e R. imp[r1ind relalia din ipotezd prin 9, obJinem:

v 4 4 ( 2 \ 2( 2 )
?= r,,-2- -x,,-t* gr,, =[t,,.r -]t,,*',,J-;[t,,- -1*n ) """'lp

)
Notdnd x ,,+t - 1x,, = 2,,, relaliaprecedentd devine: * = , ,,,, -1 ,,,. membrul stAng avAnd

3" 9 "" 3

g

. Conform a), lt* z, =:Z=t . .......1p
I --

3

d

9
limita egal6 cu

a
;

in concluzie, conform u), I:gr, = -U = a , deci

1-;

qirul (x,),,,,.t," convergent .'.......1p

3)Fie A,BeM,,(R) astfelincAt 43 =AB2 -BA2 gi 83 = -I,.Ardtalicd:

a) Matricea C = A2 - -82 este inversabild.

b) A3B= BA3.

Solulie Si barem:

Dinipotezd, A'-AB2 +BA2 =O,,,deci'q('q'-n')+n('f -Bt)=-83 =1,.........--.........-..2p

(l* n).(o' - u')= I, = C inversabila.............. -'....'... tp

oeci (l' -B').(l+a)=1,) A3 +A2B-82A-83 =1,= A3 = 82A-A2B .....1p
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A3 =AB2 -BA2l'u= A3B:AB3-BA2B ........ .....-lp

B.lA' = 82 A- A2 B = BA3 = 83 A- BA2 B . ......1p

in concluzie, A3 B - -A- BA2 B = BA3 .....1p

4) Se considerd matricele A,B e M, (R) care indeplinesc urmdtoarele condiiii:

(1) det(,4 +2016'B) = detQ0l6'A+ B) qi

(2) det(A +2017' B) = det(2017' A+ B)

Sd se demonstreze cd det A = det.B .

Solutie Si barem:

Fie I R-+R, .f (*) = det(A+ xa)- aet(x,a+ B),f - funclie de gradul al doilea. .....2p

.f (t)=det(l+ n)-aet(z+B)= 0...... .'...... .'...1p

.f (2016) = det(A+20168)-det(20t6A+ B)= 0...... ....,1p

.f(2017)=det(.q+20178)-aetQOtl,l'+B)=0...... '.'.........1p
Deci/are treizeroruri gi fiind funclie de gradulaldoilea rezultdcd f (x) = 0,Vx e R...........1p

in concluzie, ,F(0) = 0, ceea ce conduce la det A= deLB "... ......'.......|p

Notd: Orice altd solutie corectd sau demers de rezolvare corect se va puncta corespunziitor.
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CLASA A XII-A

1. nie (G,') ungrupmultiplicativ.Dacd aeG,sedefineqtefunc{ia f,,:G-+G, .f,,(,)=o'o-t '

a) Sd se demonstreze cd f,, este automorfism al grupului (G, .) p"nttu orice a e G .

b) Sd se demonstreze cd mullimea tnt (G) = {f , I a e Gl este subgrup al grupului (lm (C),") .

Rezolvare gi barem de notare

u) .f,,(ry)= a(xy)a-' =(ora-')(oro-')= -f,1*1f,, (-r),V", y eG =.d, endomorfism ..'.'1p

.fu-t = .fu, ) f, bijectivd , Ya e G .............. ....."'......'..1p

Finalizare .f,,esteautomorfism al grupului (C, ) """""1p

b)Dacd a,b eG - (f,.,4,)(") = -f,(.fo(r))= afo(x)a-' = a(bxb-')o ' =

=(ab)x(,t'o-')=("b)x(ab)-'=.f"u(r),Vxe G -.f,ofo=f,,o,Ya,beG..."'.'.-.....'.2p

.f,,-' = .f,,,) .fuo "f,,-t =.f,,o.f,,, = .fot-,e Int(G),Ya,b eG ......'..... ......'.......1p

Finalizare (tnr(c),")<(lut(G),.) .................'.......lp

2. nie (G,.) unmonoidcomutativ, p,QeN-,pl q { aeG unelementinversabil. Dacdecualiile x/'

;i r'l=a ausolufiiinG,sdsearatecdecualia x" =a aresolu[ieinG,unde n=c.tn.n1.nr.r.{p,q}.

Rezolvare gi barem de notare

Fie y,z e G solulii ale ecuafiilor date= lu = o qi z't = a

Cum a este inversabil = y,z inversabile ....""""""""' lp

n= pd =qp cu a,P €Z qi (a,P)=I >l v,s eZ: av* ps'=1 ...... .-.......-2p

a = ao'.*/t, =(o")'' .(oo)' =(y,,")'' .7rro )' .. .......2p

o=(y )"'(r')" =(r' 'r')" . """"'1P

Finalizare ecuafia x" = a are solu{ia y, 't' ..".... """"'1p

-) R, definitd prin:

admite proprietatea lui Darbor,rx pe JR

3. a) Demonstrali cd funclia

[o dacd x
If(x)=l rr \ 
I sin l'cos xIx

,f :R

<0
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b) O funclie / :R -+ lR , de dor-rd ori derivabild pe lR, verificd relatia:

.f "(x) = 2f (x)' .f '(x),vx e lR'

calculati I : I(f '("))' ' f (x)dx in functie de ./'(x) '

Rezolvare qi barem de notare

a) Considerdm func{iile g, ft : 1R. -+ lR definite astfel:

fO dacd x<0
g(x)=cosxgi h(x)=].1 , y .n ...'..1p

[r'n; 
daca x>u

Funcf ia g este continud pe lR. , iar funclia /z posedd primitive gi este mdrginitS. . . . ". l p

prin urmare funclia produs -f : g'h admite prirnitive pe lR in concluzie func{ia / are proprietatea Iui

Darboux pe IR " "'2P

b) Avem:

r = I(.f'("))' 
. f (x)dx: lf '{*l' .f '(x)'f (x)dx = !.f 'tD'}' .f "tio*:

I I rn, (1'6))' a* =i Iiltt'('))'] d.:Iu'(x))' + c ..2p

4. Fie /:R. -+ R o func{ie continuS qi numerele reale a;i b,a < b , astfel incat:

hh

lf O *b + r - x)clx>- lf Goar,v, e R. Demonstrali cFt f (a): .f (b) '

Rezolvare qi barem de notare

Facem substitu{ia: a+b-x+t =y,de underezultd cd dx=-dy,iar limitele de integrare devin:

x-a>!=b+t
1- l1a Y = a+t 

""""2P

h 0+l h+t

!.f <o*b+t-x)dx=- [ffnat,= l/'U)as, ....'lp

Fiefu'cfia F:R-+R,F(l) = l.f {:)ar.Deoarecefunclia /estecontinua(ipoteza),rezultacd Feste

derivabildEi r(r)>f(0),VrelR. 
'.: 

''"""1p

prin urmare, 0 este punct de minim pentru fur-rcfiei F qi cum F este derivabild pe mullimea nutnerelor reale, rezutd cd

F'(0) = 0 ( teorema lui Fermat). "' " "2p

Cum F'(t)=f(b+t)-f(a+r)-.f(a)=f(b) ""'1p

Str. N. Bjlcescu nr. 26, 700'L17, lat
'['e]: +40 (0)232 26 80 1

Fa.x' +40 (0)2322677 O

www.isjiasi r

...1p


