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Etapa local¼a - 17. 02. 2018

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII � a

PROBLEMA 1. Fie (G; �) un grup, iar H1; H2 şi H trei subgrupuri ale sale. S¼a se arate c¼a:

a) H1 \H2 este subgrup al lui G;

b) H1 [H2 este subgrup al lui G; dac¼a şi numai dac¼a H1 � H2 sau H2 � H1;

c) H � H1 [H2; dac¼a şi numai dac¼a H � H1 sau H � H2:

Barem de corectare.

a) Dac¼a e este elementul neutru al grupului G, atunci e 2 H1 \ H2 ) H1 \ H2 6= ;: Dac¼a

x; y 2 H1 \H2; atunci

8<: x; y 2 H1
x; y 2 H2

)

8<: x � y�1 2 H1
x � y�1 2 H2

) x � y�1 2 H1 \H2. Deci H1 \H2

este subgrup al lui G; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

b) Evident, dac¼a H1 � H2 sau H2 � H1; atunci H1 [H2 � G:

Dac¼aH1 * H2 şiH2 * H1; atunci exist¼a x1 2 H1rH2 şi x2 2 H2rH1:DeoareceH1[H2 � G;
avem x1 � x2 2 H1 [H2; adic¼a x1 � x2 2 H1 sau x1 � x2 2 H2; de unde ob̧tinem c¼a x2 2 H1 sau
x1 2 H2; ceea ce contrazice ipoteza. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

c) Evident, dac¼a H � H1 sau H � H2; atunci H � H1 [H2: Dac¼a H * H1 şi H * H2; atunci

exist¼a x 2 HrH1 şi y 2 HrH2: Aşadar, x �y 2 H ) x �y 2 Hr(H1 [H2)) H * H1[H2;
contradiçtie.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

PROBLEMA 2. Fie (G; �) un grup şi x; y 2 G, astfel încât x2 = y2 = (xy)2. Ar¼ata̧ti c¼a

x2020 = y2020 = e; unde e este elementul neutru al grupului.

Barem de corectare.

Din x2 = (xy)2 şi y2 = (xy)2; ob̧tinem c¼a x = yxy şi y = xyx: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Deci xy = yxy � xyx = y(xy)2x = y3x = y3 � yxy = y4 � xy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2p)
de unde, y4 = e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Analog, se arat¼a c¼a x4 = e: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

Aşadar, x2020 = y2020 = e: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)



PROBLEMA 3. S¼a se calculeze
Z 2�

3

�
3

fxg
sin x

dx; unde fxg reprezint¼a partea fraçtionar¼a a num¼arului

real x:

Barem de corectare.

I =

Z 2�
3

�
3

fxg
sin x

dx =

Z 2�
3

�
3

x

sin x
dx�

Z 2�
3

�
3

[x]

sin x
dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Not¼am: I1 =
Z 2�

3

�
3

x

sin x
dx şi I2 =

Z 2�
3

�
3

[x]

sin x
dx:

I1
x=��t
=

Z 2�
3

�
3

� � t
sin t

dt = � ln 3� I1 ) I1 =
�

2
ln 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

I2=

Z 2
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3
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sin x
dx+
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3

2

2

sin x
dx = ln
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p
3
. . . . . . . . (2p)

Aşadar, I = I1 � I2 =
�

2
ln 3 + ln

tg 1

2
p
3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 4. S¼a se determine funçtiile integrabile f : [0; 1]! R cu proprietatea c¼a

f (x)�
Z 1

0

(x+ y) � f(y)dy = x; 8 x 2 [0; 1]:

Barem de corectare.

Rela̧tia din enuņt se scrie echivalent f(x) =
�Z 1

0

f(y)dy + 1

�
� x+

Z 1

0

y � f(y)dy . . . . . . . (3p)

Deci, functia f are forma f(x) = ax+ b; unde a; b 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Din condi̧tia dat¼a, se ob̧tine a = �6 şi b = �4; adic¼a f(x) = �6x� 4: . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


