OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 17.02. 2018
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII - a

PROBLEMA 1. Fie (G,-) un grup, iar Hy, Hy si H trei subgrupuri ale sale. Sa se arate ca:

a) H; N Hy este subgrup al lui G;
b) Hi; U Hs este subgrup al lui G, daci si numai dacd H; C Hy sau Hy C Hy;

c) H C Hy U H,, dacd si numai dacd H C Hy sau H C H,.

Barem de corectare.

a) Daci e este elementul neutru al grupului G, atunci e € Hy N Hy = H; N Hy # (. Daca
) ®myeH vyt e H 1 .
x,y € Hy N Hy, atunci = =x-y - € HNH,. Deci HHNH,
J],yEHQ x-y*1€H2

este subgrup al Iul G ... o (1p)

b) Evident, daca Hy; C Hy sau Hy C Hy, atunci H; U Hy < G.
Daci Hy € H si Hy € Hy, atunci existd x; € Hy~\Hy si 29 € Hy\ H;. Deoarece HiUH, < G,
avem xy - o € Hy U Ho, adica xy - x5 € Hy sau x1 - 19 € Hy, de unde obtinem ca x5 € H; sau

x1 € Hy, ceea ce contrazice ipoteza........ ... (3p)

c) Evident, dacd H C Hy sau H C H,, atunci H C H; U H,. Daca H g_ H,si H ,CZ H,, atunci
existd r € HNHy siy € H\ H,. Asadar, -y € H = z-y € HN(H U Hy) = H ¢ HiUH,,
contradiChie.. . ... .o (3p)

PROBLEMA 2. Fie (G,-) un grup si z,y € G, astfel incat 22 = y? = (zy)°. Aritati ci

2020 _ , 2020

x Y = e, unde e este elementul neutru al grupului.

Barem de corectare.

Din 22 = (2y)? si y*> = (vy)?, obtinem c& T = yaxy S Y = TYT. o oo voeiiiiiiii i (2p)
Deci zy = yay - avyz = y(zy)?z =y3r =% yzy =y -y oo (2p)
de Unde, U = €.t (1p)
Analog, se aratd CA o8 = ... .o (1p)
Asadar, 22020 = 42020 — o (1p)
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y s {z}
PROBLEMA 3. S4i se calculeze -

x~ SINT
3

dx,unde {z} reprezintd partea fractionard a numarului

real z.

Barem de corectare.

 {n} § ¥ Il
I = ‘:,1: dx :/ 'x dx—/ 'a: A o (1p)
= sinx = sinx - sinx
3 3 3
) T * [a]
Notam: [; = ——dx gi [y = -~ dx.
= sinw r sinw
T=m—1t %ﬂ_t m
I, = / - dt=mlnd—L =11 ==In3.. ... (Bp)
= sin 2
2 2m 2T
1 3 2 T 2 T = tgl
L= | ——d . dzl(t —) _ 921 (t —) 5 — -8 . ... 2
2 /gsmx $+/2 sm:z:m . g2 z n g2 ) n2\/§ (2p)
s tgl
Asadar, I = 11 — b = = In 3 4+ 10— . 1
sadar, 1— =5 + n2\/§ (1p)

PROBLEMA 4. Si se determine functiile integrabile f : [0; 1] — R cu proprietatea cé

f(x)—/o (e +y) fy)dy ==, ¥z € [0; 1],

Barem de corectare.

1 1

Relatia din enunt se scrie echivalent f(x) = </ fy)dy + 1) : x+/ y-fly)dy....... (3p)
0 0

Deci, functia f are forma f(z) =ar+b,undea,b € R...... ... it (2p)

Din conditia datd, se obtine a = —6 gi b = —4, adica f(x) = —6x —4.................. (2p)

I Fiecare corector acords un numdir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



