RATUL SCOLAR

VALLS MINISTERUL EDUCATIEL
N BUZAU :

OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locald 10.02.2024
Judetul Buzau
CLASA a XlI-a

Subiectul 1 (7 puncte)

Determinati primitiva F: (0,0) - Ra functiei f: (0, 0) - R,
S § . .
f(x) = (x +1)?-e* %, cuproprietatea ci F (1) = 2024 .

Solutie si barem

1 1
fx+1)?%- e xdx=[(x2+2x+1)-e" =dx=

1

= [[x? (1' + x_12) 4 2x] e X S JOTUR 2 puncte

=fxzex_i(l+i)dx+2fx-ex_§dx=
x2

1\’ 1 '
= [ x? (ex"E) Ax + 2 [ X €F %dX i 2 puncte
1 1 1 1 ’
=x%e"x—2[x e xdx +2 [x-e"Txdx = x?""x + Coruee....n. 2 puncte

) ,
F:(0,0) » R, F(x) = x%e* x+c¢, F(1) = 2024 = ¢ = 2023

a |
Rezultd F: (0,00) > R, F(x) = x2 - e* % + L. 1 punct
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Subiectul 2 (7 puncte)

a) Sdsearate ciVx,y,z €[0,1) avem {{x +y}+ z} ={x+y+z}

b) Pe multimea G = [0,1) se defineste legea de compozitie x * y = {x + y},
unde {a} este partea fractionara a numarului real a.
Aratati cd (G,*) este grup abelian.

N . 3
¢) Saserezolve in (G,*) ecuatia X * X * X = "

Solutie si barem

a) {{x+y}+z}={x+y}+z—[{x+y}+z]=x+y—[x+y]+z—
—[x+y—[x+yl+zl=x+y+z—[x+yl+[x+yl-[x+y+2z] =
o o=xtytz—(x+y+z] ={xF Y+ Z e 2 puncte
b) Dacix,y € [0,1) = x *y = {x + y} € [0,1) deci legea este bine definita.
) rz={x*N+z3={x+y}+z}={x+y+z}=
= {x+{y+z}}= {x + (y*2z)} =x* (y * z) deci legea este
ASOCTALIVA. ..vveiriveerrrenieerreee e st e eereesesee s raeeere e s ne s raesstessbasssanesesanes 1 punct
Legea este comutativi: x xy = {x +y} ={y +x} =y *x Vx,y €EG
Elementul neutrueste 0 € [0,1), x * 0 = {x + 0} = {x} = xVx € G = [0,1)

Vx € G, x este simetrizabil si simetricul lui este x'=1-x,
xxx' =x"*sx={x+x}={x+1-x}={1}=0eeererrrene... 1 punct
Deci (G,*) este grup abelian.

c)x*x*x=(x*x)*x={{x+x}+x}={x_+x+x}={3x}=%
Dacéxe[01)=>3xe[01)=>{3x}=3x=-31=>x—le[0,§)lpunct
3 7 1 2
Dacaxe[—-)=>3xe[12)=>{3x}—3x—1_Z x=Ee[33)
Dacaxe[ 1)=>3x€[23)=>{3x}—3x 2=2=

17 11
Deci x € { } .............................................................................. 1 punct
4’12’12
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Subiectul 3 (7 puncte)

Consideram (S,,) grupul permutérilor de gradul 4.

a) Fie H un subgrup propriu al lui S,. Determinati numérul maxim de
elemente din H. |
b) Fie M = {x € S,|x? = e}. Demonstrati ci M nu u este subgrup al grupului

(54' ) .

Solutie si barem

a) (S4) are 4! = 24 elemente........c.oveeiererererieeeeeereee e 1 punct
Conform Teoremei lui Lagrange, ”Ordinul subgrupului divide ordinul
grupului”, numarul maxim de elemente pe care-1 paote avea un subgrup
PLOPIitl €SE 12, uuiiiiiiiiiieiirieeeeie e it errar i e ettt e e e s eesane e 1 punct
Subgrupul cu 12 elemente din (S,,) este subgrupul permutérilor pare,
grupul altern de gradul 4, (Ag,") < eevereereencee. ieeeneasieenusasieisartanenssees 2 puncte

b) M ={e,(12), 13), (1), 23), 28, 34, ( :
1 2 3 4 ‘ : .
(4 23 1) } ............. S 2 puncte

Daca M este subgrup al grupului S4 atunci card(M ) |24 10|24, fals,
deci M nu este subgrup al grupului Sy ..ccooivvnininiiiiie, 1 punct
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Subiectul 4 (7 puncte)

Fie f:(0,) — R o functie derivabild cu proprietatea:

x2 f'(x)+xf(x) =1, vx>0sif(1)=0.

a) Ardtati cd f admite primitive si determinati o primitiva F, a lui f daca
F(1)=0.

b) Caleulati [~ dx .

Solutie si barem

a) Relatia din enunt se scrie x f'(x) + f(x) = i ,pentruvVx > 0 &
(0 L)) = (INX) ettt s 2 puncte

Cum xf (x) si Inx sunt derivabile pe (0, ©) rezultd xf(x) = Inx + c....1 punct
Din f(1) = O rezultd ¢ = 0 si deci f(x) = me, Vxe(0,00)......uun.n.... 1 punct

f este continui pe (0, %) deci f are primitive pe (0,%0) si [ f(x)dx =
fl—nf-dx = [(Inx)(Inx)'dx = -21- In?x+C,F(x) = % In’x + ¢, F(1) = 0,

c=O,F(x)=%-ln2x S O 1 punct
b) ff@dx = % fle(lnzx)idx = i - fle(lnzx) (Inx) dx=..ooveenn. 1 punct
= X S e e 1 punct




