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Solutii

Problema 1. Fie ag, a1, ..., ax (k > 1) numere reale astfel incat ag + a3 + ... +ax = 0.

S& se calculeze li_>m (ao\%—z +av/n+1+. +avn+k ) .
n—oo

Solutie. Inlocuim ag = —a; — az — ... — ax, i astfel ap¥/n+a1vV/n+ 1+ ...+ axvn+k=
-y (et & — S+ —1—a;g(\/n+ \F)
 n+p—n
Tnss pentru orice p = 1,2, ...k, ¥n+p— I/n= Y ER Y v \/_

— 0 cand n — oo.

_ p
3/ (n+p)2+ 3/ (n+p)n+ Vn?
Deci limita cautata este O.

Problema 2. Fie a si b doud numere reale pozitive, cu a < b.
Si se arate ci lim {{/a™ + "} = {b}, unde { } este functia parte fractionara.
n—oo
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Solutie. Deoarece a < b, atunci b < {a™+b" < b/2 oricare ar i n > 2 si cum
lim b{/2 = b, rezultd ci lim o™ + bn = b. Cum b < [b] + 1, existd ng € N, astfel Incat

n—oo
Var +bm < [b] + 1, pentru orice n > ng.
In consecints, cum [b] < b < F/a®+b* < [b] + 1, pentru orice n > ng, rezultd ca

[{/a™ + b*] = [b], pentru n > ng. Atunci:
nh_)rrolo{ Jar +bn} = lim (Vam+br — [Var+b ) = nlgglo (Vam +om — [b]) = b — [b] = {b}.

Problema 3. Fie f : [0,+00) — R, o functie pentru care 111% f(z) existd si este finita.
T—
>0
S se arate ci dacs f (25¥) = f (,/Zy) pentru orice z,y > 0, atunci f este o functie constantd.
Solutie. Vom demonstra c& f(z) = ¢, unde ¢ = lin% fla):
T—r
z>0

Fie A > 0, z > 0 gi y = Az. Atunci din f(%y) :f(\/ﬁ) :>f(1+’\ x) =f(\/X-x>
:>f(x)=f(M-x),vg;>o.

1+

Dagh 6= %@, atunci 0 < a < 1si f(z) = f(az),Vz > 0.



Deducem inductiv c& f(z) = f(a"z),V n > 1. Cum a"z — 0 cdnd n — co =
= f(z) = lim fla"z) =c.
n—oo

Problema 4. Si se arate ci oricare ar fi a, b, ¢ € Z, sistemul

lr=azx+by+cz
iy =czx+ay+bz
%z = bz + cy + az admite numai solutia z =y = z = 0.
15 0
Solutie. Scriem sistemul sub form& matriciald A |y | = | 0
Z 0
a— % b (6
culd= c a—3 b si ardtdm ci A este inversabild (adicd det(A) # 0) si atunci
b c - %
z 0 0
varezultaci |y | =A"1{0] =|0],deundez=y=2=0.
z 0 0
Adunand ultimele dou4 linii la prima deducem ca
 la+bt+c—1 atb+c—3 a+b+c—3 L 4 1
det(A) = c a—3 b ={a+b+c—3)fc a— T b .
b ¢ a— %— b c a- %
Scidem prima coloand din urmaétoarele doud si obtinem
1 ! 0 1 y wla—c—1% b—c
det(A) = (a+b+c—1Y)lc a—=c—5 b-c |=(atb+tc—3) c—b2 il =

b c—-b a-—-b—3
:(a+b+c—§) (a—c—3)(a-b—3)+(c—b? =
=(a+b+c—3) (a—c)a—b)—a+(c—b)2+8+1].
Cum a,b,c€Z =a+b+c—3#0.
Daci b+c = 2k cu k € Z atunci (a—c)(a—b)—a+(c—b)?>+k+3 # 0, iar daci b+c = 2k +1,
atunci (a —c)(a—b) —a+(c—b)*+k+3+3#0.
Deci det(A) # 0, de unde z =y =2 =0.
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