CLASA aV-a

SUBIECTUL 1
Aratati ca daca a, b, ¢ sunt numere naturale diferite, astfel incat aZ= b2+ ¢2, atunci cel pufin unul dintre ele
este multiplu de 5.

Presupunem ca nici un numar nu este multiplu de 5. 2p
Rezultd u(a?), u(b?) siu(c?)<{1, 4,6, 9}, u(x) fiind ultima cifra a lui x. 2p
De aici rezultd ca u(b? + ¢2)<{0, 2, 3,5, 7, 8}. 2p
Contradictie cu u(a?)<{1, 4, 6, 9}. 1p
SUBIECTUL 2

Se considera numarul N = abcdef . Sa se demonstreze ca numarul N este divizibil cu 7 daca si numai daca

of +2- cd +4 ab este divizibil cu 7. Folosind eventual acest rezultat si se arate ¢ numarul
1..12..2...9...9 este divizibil cu 7, stiind ca fiecare cifra de la11a9 apare de 12 ori.

DacaA=ef +2- cd +4- ab,atunci N-A=98" cd +9996- ab =7(14- cd + 1428 ab ):7. 2p
Egalitatea anterioara demonstreaza ambele implicatji: N : 7 dacd i numaidacaA: 7. 2p
Numarul N=1..12..2...9...9 este divizibil cu 111111 care este divizibil cu7. 2p
Numarul 111111 este divizibilcu 7 se arata fie utilizand rezultatul anterior, fie 111111: 1001 si 1001:7, fie 1p
111111=7-15873.

SUBIECTUL 3

a) Aratati ca numarul 220 are 7 cifre.
b) Aratati ca numarul 2130 are 40 de cifre.

Se arata ca: 108 < 220 < 107 sau se calculeaza 220 = 1048576. 3p
Trebuie aratat ca 1039 < 2130 < 1040, 2p
Prima parte a inegalitafii se obfine din (103)13 < (210)13 < 100013 < 10243 (A). 1p
A doua parte se obfine din (213)10<(104)10 < 819210 < 100000 (A). 1p
SUBIECTUL 4

a) Aflati cel mai mare numar de cinci cifre care impartitla 98 da restul 97.

b) Aflati XY, stiind cd numarul X00y21 impartitla XyyX da catul XY sirestul Yy .

a)
100000 = 98- 1020 + 40 sau 99999 = 98- 1020 + 39. 1p
Siatunci numarul este 98- 1019 + 97 = 99959, 2p
b)
x00y21 = xyyx * xy +yy 1p
Analizénd egalitatea dupa ultima cifrd avem: u(x-y +y) = u[y(x + 1)] = 1. 1p

Daca se aplica criteriul de divizibilitate cu 11, cum membrul drept este divizibil cu 11 se obtine din membrul
stang y = x + 1 si atunci u(y2)=1, de unde y=9, x=8 si numarul este 89.

Daca nu se aplica criteriul de divizibilitate cu 11, deoarece x#0, y#1, se analizeaza cazurile:

X=2,y=7; x=6,y=3; x=8,y=9;

2p




CLASA aVl-a

SUBIECTUL 1
Aratati ca numarul:
- (11 1) . -
n=1.2.3.....70-| 1+ —+ —+ ...+ — | este natural si se divide cu 71.
L 2 3 70J
1 1 1
n=1.2.3...70*1.2.3.....70.= +1.2.3....70.= +... ¥ 1.2.3.....70. —. 1p
2 3 70
n=1.2.3...70t1.3.4.....70 +1.2.4.....70 +... + 1.2.3.....69. 1p
Ceea ce inseamna ca n este numar natural. 1p
n are 70 de termeni si se grupeaza cate 2 termenii egal departafi de capete. 1p

n=(1.2.3...-70+1-2.3-...-69)+(1-3-4-....70+1-2-4-....68-70 )+...+(1-2-3-...-34-36 -...-. 70 +

1.2-3-...-35.37-...-70 ). 1p
n=1.2.3.....69(70 +1) +1.3.4.....68.70 (69 + 2) +...+(1.2-3.....34.37.....70 (36 + 35). 1p
Cum suma din fiecare paranteza este 71, rezulta ca n se divide cu 71. 1p
SUBIECTUL 2
a) Aratatica — —— : — este numar natural.
8-3"+3
b) Aratafi ca daca a si b sunt numere naturale si 2a + 3b este divizibil cu 11, atunci fractia :+ " este
a+
reductibila.
a)
3%+7.3" 3" (1+7.3
11.0 11 = 10( ) = 1p
8-3"+3 3" (8+3)
:310-22 P 1p
3" 11
b)
2a+3b= M1 = 6(2a +3b)= M1 = 12a+18b =M1 = a+7b = M (1) 2p
Apoi2a+3b =M1 = 4(2a+ 3b)= M1 =>8a+12b= M1 =8a+b =M1 (2). 2p
7b
Din (1) si(2), rezulta ca fractia Z+ - este reductibila. 1p
a+
SUBIECTUL 3
injurul punctului O se formeaza unghiurile AOB, BOC, COD, DOA. Se stie ca <AOB si <BOC sunt
complementare, iar <AOB si <COD sunt suplementare. Daca [OM este bisectoarea <BOC, [ON este
bisectoarea <COD si [OP este bisectoarea <AOD, aflati:
a) m(<NOP).
b) m(<AOB), stiind ca m(<POM)=1320.
¢) m(<AOB), stiind ca m(<COD) este de 4 ori mai mare decat m(<BOC).
a) m(<NOP) = (3600 - 909):2 = 1350, 3p
b) Daca m(<AOB) = x, m(<BOC) =y, m(<COD) =z, m(<DOA) =t, avem
x+ L+ 1 21320 rezults 2x +y +t=2649, dary +t = 1809, de unde 2p

2 2
2x=840 si x = 420,

c) z=4ysix +z=1800, rezultd x + 4y = 1800, darx +y =900, de unde 9
3y=000; y = 300 i atunci x = 60°. P




SUBIECTUL 4

In acelasi semiplan marginit de o dreapti d se construiesc triunghiurile isoscele congruente ABM si CDN de

baze [AB], respectiv [CD], unde A, B, C, D apartin dreptei d in aceasta ordine. Daca AN N MD ={E}, MB N NC =
{F}, AN N MB = {P}, MD N NC = {Q} demonstrati ca AP =DQ si EF _L d.
(Se poate utiliza teorema: Un triunghi este isoscel daca si numai daca unghiurile de la baza sunt congruente).

M N

PR

A BC D

AADN=ADAM(LUL) = <MDA=<NAD. 1p
APAB=AQDC(ULU) = AP =DQ. 2p
<{MDA=<NAD, rezulta AE=DE, dar AP = DQ se obtine PE=QE(1). 1p
<FBC=<FCB(fiind opuse la véarf cu unghiurile de la bazele triunghiurilor

isoscele congruente) = FB=FC, dar PB = QC din APAB=AQDC, se obtjne 1p
PF=QF(2).

Din (1) si (2), rezulta AEPF=AEQF(LLL), de unde <EFP=<EFQ si atunci [FE

este bisectoarea unghiului BFC, dar AFBC este isoscel, rezulta EF L d. 2p

Obs. Se va urmari echivalenta punctajului pentru fiecare cale de rezolvare.




CLASA a Vlil-a
3n+2
2n+1

SUBIECTUL 1 Seconsidera mulfimile: A = {x €eQ|x= , Ne z} si

5m+3 — .
B = {y €eQ|y= , me Z} . Determinati elementele multimii AN B.
3m+1
Dacd z= A N B, atunci exista n sim numere intregi, astfel incat sntz _5m+3 2p
2n +1 3m +1
Se obtine n = m-t 4 2p
m + 3 m+3
Cum nEZ, rezulta €7, de unde me{-7; -5;-4;-2;-1; 1}. 2p
m + 3
Rezulta AmB={§;E;1—7;1;1;2}. 1p
5 7 11 5
SUBIECTUL 2 Calculati x +y+z stindca —— =Y -2 & 2.2,3 ¢4,
Xx+1 y+2 z+3 X y z
VARIANTA 1 DE NOTARE
Egalitatea —~— = Y= 2 implics X1 =¥ 2_2*3 1p
x+1 y+2 z+3 X y z
Deunde1+ L =1+ 2=1+2 1p
X y z
Siatunci £=3=i. 1p
X y z
Cu i+3+§=54,seob§ine i=54§,ix=i. 2p
X y z X 18
y=1 siz=— 1p
9 6
1,1 ,.1_1
Xtytz= —+ —+ — = —, 1p
18 9 6 3
VARIANTA 2 DE NOTARE
Egalitatea X =7 implica x(y + 2)=y(x + 1) si se obfine y=2x. 2p
X+1 y+2
Analog din X =% se obtine z=3x. 1p
Xx+1 z+3
Siatunci 1+i+i=54,deundex=i. 2p
X 2x 3X 18
1 .1
y==—siz=—. 1p
9 6
1.1 .1 _1
Xty+z= —+ -+ —=—, 1p
18 9 6 3
SUBIECTUL 3
In patrulaterul ABCD, m(<A)=m(<C) =90° si AB = AD. Daca AM L BC, cu M& (BC), aratati ca o#ascpj=AM2.
A Fie AN_LDC, NeDC. 1p
N AABM=AADN(IU) = AN = AM. 2p
AMCN este patrat. 1p
D | oAHaBcD = SAHANCN. 2p
B o C AHneeo = AM2, 1p




SUBIECTUL 4

In paralelogramul ABCD, ACNBD = {0}, M este mijlocul laturii [BC]. Prin O se construieste NP || DM,

NE (AD), P < (BC). Dacd AMNNP = {Q} si CQNAB = {R}, aritati ci rapoartele 2R si @R au aceeasi valoare
A Qc

B
si determinati aceasta valoare.

Fie {E}=AC N BQ. Aplicand teorema lui Ceva in AABC avem:
RA MB EC ., _ RA _EA _ prBC. 2
RB_MC EA RB__EC
Siatunci AR _RE_QR 1p
AB  BC QC
Apoi pentru calcularea valorii, fie CQ N AD={S}.
in ABMD, OB=0D si OP || DM = PM=PB. Avem "M _ 1, 1p
BC 4
PMDN fiind paralelogram, rezultd PM=DN si PM_ 1, 1p
AN 3
Avem; 1_PM _QM MC .
3 AN AQ AS 1p
side aici AS=3- MC.
Apoi ﬁ:Ezi,mﬁnalﬁ=i=%. 1p
RB BC 2 AB 5 QC




CLASA a Vlll-a

SUBIECTUL 1

2
Determinati numerele rationale x i y stiind ca: 16,5—{' x 1l —ly?-2 |J =10+/2.

V2

Ecuatia este echivalenta cu: (l X~ J ~16,5-10+/2 1p
2
De unde |X\/__l|—|y2—2|= +4/16,5-10+/2 1p
2
|x—1] 5 \
Sau: —|y2—2|=+ —_—- 1p
2 %z )
. [ x =1 ) 5 | x=1|+5 ) _—
Ecuatia —|y*-2]=- 2 & ———=|y*-2]+2 nuare solufii raionale. 1
% R ' ire p
. x-1] [x—-1]-5 2
Ecuatia -ly*-2|= 2@ ————~=|y*-2]-2. 1
A i 1A P
J2 find irational, avem: [x - 1| -5 =0 si |y2— 2| -2=0. De unde x={-4; 6} siy={-2; 0; 2} 1p
Se obtine S={(-4;-2), (-4;0), (-4, 2), (6; -2), (6; 0), (6; 2)}. 1p
SUBIECTUL 2
Aratati ca, daca a, b, ¢ sunt numere rationale nenule, astfel incat 1—+ &+ 1. 1, atunci numarul
a C
N= (ﬂ+ 1Vb—c+ 1VE+ 1\ este nenegativ si \/rT este rational.
e e e )
Din relatia data se obtine ab +bc + ca=abc, de unde ab . ab-a-b 1p
C
. ab
Apoi — +1=ab-a-b+1=(@a-1)b -1). 2p
C
De unde N=(a-1)b-1)2(c-1)2=0. 2p
Si W =|(a-1)b-1)c-1) €0 2p
_ SUBIECTUL 3
In tetraedrul regulat ABCD, de muchie a, planul determinat de muchia AB si mijlocul O al inal{imii [DG]
intersecteaza muchia [DC] in punctul M. Aflati:
a) Lungimile laturilor triunghiului ABM.
b) Sinusul unghiului diedru format de planul (ABM) cu planul (ABC).
Fie N mijlocul lui [AB] si PG || MN, P &[DC]. 1p
OM || GP si OD=0G = DM = MP si atunci DP=2MP.
Apoi PG |MN = % _ 8% _ 5 siatunci PC=2MP.
MP  GN 2p
Vom avea DP=PC= GP=— Si MN=—PG _%a
Se obfine din AMAN sau AMAP c& MA= ""J_ 2p
MN_LAB, CN_L AB, rezulta unghiul diedru se afla din AONG si avem
06 a6 (32 a) 6 2p

Sln(<iONG)—O—N— et LT ZJ:T




SUBIECTUL 4

In paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B'C’'D’ cu AB=24 cm, AD=AA’=6 cm, se considerd pe muchiile [AB],

[A’B’] si [D’C’] punctele M, N, P, astfel incat AM=6 cm, A’'N=12 cm, D’P=18 cm.
a) Stabiliti natura patrulaterului MNPQ si calculati-i aria, unde {Q}=DC N (MNP).
b) Determinati distanta de la punctul B la planul (MNP).

a) Punctele de intersectie dintre

D’ P ¢ | (MNP) sidreptele AB, AB', DCsi
P DC formeaza un paralelogram, dar 9
Iy \ prin calcul MN=NP=6/2 , rezulti P
A N 7 B MNPQ romb.
- ~ _,,.f 7 '
. =S ‘\ Cum AM*DP=AN+DQ, rezuli3
. & } ¢ | Da=12 cm=ANsiatunc
"/ ‘_,,nv-‘”"" Q \ NQ=A'D=6+/2 . Rombul este format
\ din doua triunghiuri echilaterale. %
A ‘B Aria rombului =
(ov2) 5
2: " 36+/3 .
b) BP=6+/3, MP=6/6 i MB=18, rezulta din reciproca teoremei lui Pitagora BP | MP, darNQ || AD si 2
AD_L (ABCD'), rezults BP L NQ, MP si NQ fiind concurente da c& BP L (MNP),
Distanta de la B la (MNP) find BP=6+/3 . 1p




