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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

CLASA a Xl-a

n k

1. Fie aeR\{#1} si s, => —/—, neN".
k:oa2 +1

n+l
a) (3p) Sa se demonstreze ca S, = i—zf , VneN".
a-1 a* -1

b) (4p) Calculati lims, .
Dan Popescu

Solutie. a) Cerinta se poate demonstra prin inductie sau formand o suma telescopica astfel:
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b) Daci |a| <1, lima® =0 siatunci lims, =+,
n—oo n—oo
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Daca |a|>1,notém X, :7, neN* siavem lim—/= oot _ =lim = lim — =40, deci
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limx, =+0. Avem lims_ = lim - , deci Tn cazul |a|>1 obtinem lims, = ——
n—w n—o nool g — 1 a 1 n—w a_]_
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Barem.
1 2n+1
a) Demonstreazacd S, =———-———, VneN . 3p
a-1 a* -1
b) Demonstreaza ca pentru |a| <1 avem lims, =+ 2p
n—o0
1
Demonstreaza ca pentru |a| >1 avem lims, = =21 2p
n—oo —_

2. (7p) Fie AeM,(R) astfel incat A°=1,. Demonstrati ca det(A—A")=0 sau det(A+A")=0.

Am notat cu A" adjuncta matricei A.
Dumitru Craciun

Solutie. A° =1, = det(A°)=detl, = (detA)’ =1 sicum det AcR obtinem det A=:1.
Daci det A=1 rezulti ci A este inversabilisi A" = A", deci AA" = A'A=1, si det(A*) =1.
A 1n < .o < . «\3 3 9 Ak \2 «\3
Avand in vedere ci Asi A” comutd, obtinem (A—A ) = A’ -3A°A +3A(A ) —(A ) (1).



[ . . -1 A . . - 3 . o * 3 - -
Inmultind succesiv cu A™ in relatia A®° = I, obtinem A®= (A l) ,adicd A’ = (A ) , far din

relatia (1) rezults (A-A') =-3AA"(A-A")  (2)

Daci notam d = det ( A- A*) , trecand la determinanti in relatia (2) obtinem d°® =-27d , adicd

d (d2 +27):0 de unde rezulta det(A—A*)zo.

Dacid det A=—1 rezulti ci A este inversabili cu A" =—A" si det ( A*) =1, iar relatia

(2)devine (A+A’) =3AA"(A+A’) deunde obtinem det(A+A")=0.

Barem.
Obtine detA=+1 1p
Justifica A’ :(A* )3 1p
Obtine relatia (2) 2p
det(A-A")=0 2p
Finalizare 1p

3. (7p) Sasearateca VX,Y,Z e M3((C) avem X-Y-Z - X-Y-Z=l1,.
Am notat cu 'Y transpusa matricei Y.

Dumitru Craciun

Solutie. Daci existd matrice pentru care X -Y-Z—X-'Y-Z =1, atunci X (Y - tY)Z =1,.

Trecand aici la determinanti se obtine  det X -det (Y o 4 ) -detZ =1 (1)

t

Notim A=Y - . Avem ‘A= t(Y —tY):tY (tY)= ty —y =—(Y —tY)=—A, adicd 'A=—A.

Rezultd ca det('A)=det(-A) = det A=(-1)’det A = det A=—det A= det(A)=0.

Acum relatia (1) devine 0=1, absurd!

Barem.
Obtine relatia (1) 2p
Demonstreazici 'A=—A 2p
Demonstreaza cd det (Y -y ) =0 2p
Finalizare 1p
4. (7p) Fie a,b>0. Considerdm sirul (x,) . definit recurent astfel:
a+bx, —/a* +2abx
Xg>0 si X = L 1, VneN.
Xn
n,n
Aratati ca sirul (V,) v Yo = bTXn este convergent.
lon Bursuc

(a+bx, )’ —(a2 + 2abxn)

X, (a+bxn +4/a® +2abx, )

Solutie. Observam ca Vne N avem X, = , deci




2
b°x,

n+l = >
a-+bx, +\/a + 2abx,

Prin inductie matematicd se aratd cd X, >0, VneN si cum a,b >0 deducemca y, >0, VneN.
2 2 2
bx, bx, bx, 2a

< = X <X, =
2 n+l n
a+bx, +ya’+2abx, 2+a® 24 b

n+1 n
(Zaj X, < (?) X, = Yo < VYp VNeN adicdsirul (y,) _, este descrescator.

X

, VvneN,

Deoarece X3 =

b2
Cum sirul (Y, ), este descrescator si marginit inferior de 0, conform criteriului lui

Weierstrass rezulta ca sirul (y,) . este convergent.

neN
Barem.
b?x,
Xn+1 = y Vn S N 2
a+bx, +/a’ +2abx, P
Demonstreaza ca y, >0, VneN 1p
Demonstreaza cd sirul (Y, )neN este descrescator 3p
Finalizare 1p

Notd: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.




