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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA , 17 FEBRUARIE 2018
CLASA a XI-a

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
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Problema 1. Tn M, (U ) se considera matricea A =0
0

1

a) Demonstrati ca det(1,+ A)-det( l,—A+ AZ) =1.
b) Calculati 2A+3A* +4A° +-..+ 2018 A"
c) Calculati (1,+A)", nel".

Selectata de prof. Haiduc Sorina, Colegiul National “Simion Barnutiu”, Simleu Silvaniei

Rezolvare:
a) det(l,+A)-det(l;— A+ A’) = det| (I,+ A)-(1,— A+ A?) |
= det(15 + A°) = det(1,+0,) = detl, =1, unde s-a folosit A’ =0, 3p

(sau calcul direct)

b) =0, = A"=0,, Vn>3

1p
0 2 8
2A+3A% +4A° +.-.+2018A™° = 2A+3A°=|0 0 4 1p
0 0O
) (I,+A) = CO-10+CL-IJ A+ C2- 1] 2A +C2- 1A +...C) - A 1p

Din A" =0,, Vn2=>3 rezulta
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]
]

(|3+A)n = |3+nA+n(n2_1)~A2 =

o o
o
)
= 5
[
go)
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Problema 2. Fie matricele A, B,C e M, (0) astfel incét
BA+BC+AC =1 si det(A+B)=0.

Sa se demonstreze ca det(A+B+C—BAC)=0.

Selectata de prof. Hrircu lulian din G.M.B, nr.3/2016 , Liceul Tehnologic
“Gh.Pop de Basesti”, Cehu Silvaniei

Rezolvare:

Din conditii rezultd ¢ 1, -BA=(A+B)C = 2p
A+B+C—BAC = A+B+(1,-BA)C = (A+B)(1,+C?) 3p

Deci det(A+B+C—BAC) = det(A+B)det(l,+C*)=0 2p

Xq

Problema 3. Fie ae(0,1) sisirul (X, )nzo cu x,>0 si x,,, =ax,.e ", n>0. Sa se calculeze

limx, In(n+1).

n—oo

Selectata de prof. llonta Andrei din G.M. B, nr.10/2015, Colegiul National "Silvania” Zaldu

Rezolvare: Daca x,=0, atunci x,=0, Vnell, deci limx, In(n+1)=0. 1p

n—o

Fie X, >0. Atunci (x,) _, are termenii strict pozitivi, deci x, >0, Vnell.

. X - . < . o .. .
Din ™ =ae™ <1, rezulta ca sirul (Xn)n>0 este strict descrescdtor. Fiind si

Xn
marginit inferior de 0, rezulta ca (Xn )n>0 convergent. Fie I=Ilimx_, 1>0. 2p
2 n—oo
Trecand la limitd in relatia de recurentd se obtine
|=ale’ < l(ae' -1)=0<1=0 sau I=Ina<0, deci I=0. 1p

Fie sirul cu termenii strict pozitivi y, =X, In (n +1), n>1. Se aplica criteriul raportului:

fim Yot — fim X2 (1+2)
A = X In(n+1)
= lim X”+1-Iim|n(n+2):limae‘xn =ae(0,1). 2p
o X o |n(n+]_) n—o
Conform criteriului raportului,  limx, In(n+1)=0. 1p
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Selectatd de prof. Zay Eva, Colegiul National ~Silvania” Zaldu

Problema 4. S se studieze natura sirului (X, )

n>0’

Rezolvare:

Din relatia de recurentd rezulta:  2X,,X,,, —3X,X,,, =5X,X,,;. Impartind cu X X,,;X,.,,

n+1

) 2 3 5 1 2 3
obtinem: —-—=— = = - 1p
X X X X 5x_ 5x

n n+1 n+2 n n+1

n+2

- 1 x -
Notam: —=a_,Vnell ,rezulta:
X

a, =549, = —ﬂ, si relatia de recurenta a,,, = Ean - Ean+1. 1p
5 5 5
Ecuatia caracteristicd este:  5r° +3r -2 =0 curidicinile r, =-1r1, = % 1p
Termenul general al sirului (a,) , se cautiin forma a =cr"+c,r, vV nell
: n 2Y'
Deciavem a, =c,(-1) +c, c ,Vnell 1p
_ , . c,+C, =5
pentru n =0, respectivn =1 obtinem sistemul , de unde rezulta
-5¢, +2¢,=-4
¢, =2¢,=3=a, =2-1) +3(3] =2(_5)¢: X, :?—,Vneu. 1p
S 5 2(-5)" +3-2"
Considerdm subsirurile (X2n)n20’ respectiv (X2n+l)n20 st calculam limitele lor:
: . 52" . 1 1
limx,, = lim—-¢- s—=lim —=—=1,
n—oo n—>002.5 +3.2 n—o0 2 2
2+3-| -
. . 5ot . 1 1
rI1I—>r2 X2n+l - ,I1I_,r2 -2. 52n+1 +3- 22n+1 - ,I1I_,r2 2 il _E = |2 lp
—-2+3:| =
Deoarece |, =1, = sirul (x,),., este divergent. 1p
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