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SUBIECTUL I
1. Fien € N si numerele x, y si z, date prin:
x={17+2°-[3*-3 - (2°-5)]}- 2"
y=[1+2+3+...+10):11-2]""
z=[(1+2%:4)-3%*-2>)] - (1002 :3-331)
a) Comparati in functie de numarul n numerele x, y, z. Discutie.
b) Determinati ultima cifrd a numarului t=x-y-z
prof. Anca Vang

3pla) x=2"y=3""2=3

Ip | Daca n=1= y<x<z

Ip | Dacan=2= y=z<x

Ip | Dacan>3 = z<x<y

Ip|b)  t=2"3"13=2"3"=6"= u(t) =6

SUBIECTUL 11
2. Impirtind numarul natural x la numarul natural y, obtinem cétul 2 si restul 41.
a) Aratati ca 3x — 6y + 2 este cubul unui numar natural.
b) Aflati numerele x siy, stiind ca x +y <167.
prof. Bianca Nica

4p a) x =y 2+41,y> 41
3x -6y +2=3Q2y+41)-6y+2=125=53

3p b) x+y=2y+41 +y=3y+41

x +y<l167
3y +41<167 - y<42, dary >41 >y €
SUBIECTL III
3. Unelev scrie pe o foaie toate numerele naturale in ordine, incepand cu 1 si terminand
cu 300p.

Stiind cd (p — 1)%°17 = 20179 ,aflati cate cifre are numarul scris de elev.
prof. Cozma Ildiko

2p | Din conditia datd rezulta p — 1= 1, adica p=2

1p | Atunci numadrul este 123...30013002

4p | Nr. total de cifre 9-1 + 90-2 + 900-3 + 2003-4 = 10901

SUBIECTUL 1V
1. a) Completati casutele cu semne <, >, =, dand si justificari:
316]] 3'325D 3_225D 4_225D 27
b) Comparati numerele: a=8’ cu b=9°
(prelucrare GM)
prof.dr. Petru Braica

1p a) 3'°=33"=3.(3°’= 3-275 3.32° deci primul semn este E .

1p | 3-32° =3-(2°)° =32 deci al doilea semn va fi|=].

1p | Deoarece 3-2°<]4-2*° urmitorul semn va fi [<].

1p | 4.2%°=2%2% = 2*deci ultimul semn va fi E .

3p a) b=9"=(3")"=3"si conform punctului ) 3'°<2*" =2’y =8"=a
Decib <a.
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SUBIECTUL 1
a) Ardtati cinumarul A=72+73+ ... + 7%2%17¢ste divizibil cu 133.

prof. Vandici Florian
b) Determinati numerele naturale x, 2000 < x < 3000, care Tmpartite la 6,7 si 11 dau
resturile 3, 1, respectiv 4.

[GMB 3/2016]
1p |a) A=7(71+7%2+......... + 72016
Ip | A=T7[(T+72+ 7))+ 73(T+72+ 7))+ +72013 (7472 + 73)]
A=7(399+73-399+. ...l + 72013.399
Ip| A=7-399 (1+73 +......... + 72013)

1p | 399: 133 = A 1133

1p | b) Din teorema Tmpadrtirii cu rest avem egalitatile:
x=6c;+3;x=7c, +1;x =11c3 + 4
Daca vom scddea 15 din fiecare egalitate vom obtine ca:
x—15=6¢c; —12 =6(c; — 2) € M6
x—15=7c, —14 =7(c, — 2) € M7
x—=15=11¢; —11 =11(c; — 1) € M11

1p | Deci x-15 este multiplu comun pentru numerele 6,7 si 11. Prin urmare x = [6;7;11]
k+15, ke N.

1p | Din conditia 2000< x< 3000 obtinem numerele 2325 si 2787.

SUBIECTUL II

. . h 1 3 99
a) Determinati numerele de forma abc cu proprietatea ca =7 e

EN.
prof. Todoran Delia

b) Sa se determine numerele prime a si b care satisfac relatia: 62a’ +93a+b=2017
prof. Koczinger Eva

1p 99 _ 99 _ 99 11
gjabc—a-b-c 100a+10b+c—a-b-c 99%a+9b lla+b

1Ip| 11

eN=a=1,b=0
lla+b

2p | Numerele cautate sunt: 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109.

2p | b) Ecuatia datd este echivalentd cu urmdtoarea: 3la (Za + 3) +b=2017.

2017 fiind impar, rezulta cei doi termeni ai sumei sunt de paritate diferita — a=2 sau b
=2.

1p | Daca a=2 = b=1583 prim.
Daca b=2 :>31a(2a+3)=2015:>a(2a+3)=65=5~13a fiind prim, rezulta a =

5 prim.

SUBIECTL III
Se dau punctele coliniare A, B, C si D in aceasta ordine, astfel incat: 4-AB +5-AD =9 -
AC i BD = 18 cm. Sa se afle lungimea segmentelor BC si CD.

prof. Bendel Ida Eniko




G2 3%, INSPECTORATUL

. LS.J. -

® SCOLAR
JUDETEAN
SATU MARE

MINISTERUL EDUCATIEL NATIONALE

SATU MARE

2p| 4-AB +5-AD = 9(AD — AB)
2p | 134B = 44D

1p | 134B = 4(AB + 18) = AB = 8
2p | BC=10; CD =8

SUBIECTUL 1V
Se considera unghiurile XAOB si ¥BOC doud unghiuri adiacente suplementare astfel

incat m(xBOC) = 2m(xXAOB) + 30°. Fie semidreptele [OM si [ON bisectoarele
unghiurilor <AOB respectiv <BOC, semidreapta [OF opusa semidreptei [OB si un punct P
situat in acelasi semiplan cu F astfel incat m(«xMOP) = 90°

a. Aratati ca punctele N, O, P sunt coliniare
b. Aratati ca unghiurile <POC si <POFsunt suplementare.
prof. Pop Virgil
2p | Bisectoarele [OM si [ON fiind bisectoarele a doud unghiuri adiacente suplementare acestea

formeaza un unghi drept m(XMON) = 90°

Dar m(«xMOP) = 90° de aici rezulta ca punctele N, O si P sunt coliniare

Fie m(<A0OB) = x = m(XA0B) + m(XB0OC) = x + 2x + 30 =180°=> x = 50° =
m(<AOB) = 50° si m(<BOC) = 130°

Se arata ca m(XPOC) = 115°si m(XPOF) = 65°deci cele doud unghiuri sunt
suplementare
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SUBIECTUL I
N 5 2017 . o2 _ 1
Dacay = DL + 23y + -+ 1008.1009) rezolvati ecuatia x* = =
prof.dr. Muntean Doina
3p 3 4 5 - 2017
YT a2 T 23y (1008 - 1009)?
22 —-12 3222 1009% — 10082
= + + .- 4
(1-2)2  (2-3)? (1008 - 1009)2
1 1 L1 1 1 P 1 1 1 1
Tz 272 3 10082 10092 10092
3P | Ecuatia x? = —— devine: ————— = x2
1-y 14—
1009
1p | decix € {+1009}.
SUBIECTL 11
1. a)Determinati x € N stiind ca:
V1:54+4-544-52+4-53+ ... ...+4 5262 445263 = 253
b) Ardtati ca: C+£+£+C+g ;
prof. Stirbu Erika
Ip|a) SS1:5+4-5+4-52+4-53+ . .....+4-5262 4+ 4.5263
Grupam primii doi termini si obtinem:
S=5%24+4-5%+4-5% ... .. ... +4-5%% +4.5%63
1p | Din nou grupam primii doi termeni:
S=53+4-53+4-5% .. ....+4-5%6244.5263

1p | Grupand analog, se obtine:

Q= 5263 4 4.5263 — 5264

Ip | 253% = (52)>* =5 deci /5264 = 56% de unde 5'** = 5% ; 6x = 132, deci x =22

Ip b)\/a-b<aZLb pentrua,b € R,sia#* b

1p 142 V56 1
‘/1'2<T’ ——,——— < =

1p | finalizare
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SUBIECTL III
Fie ABCD un romb cu m(«xBAD) = 20°. Construim pe laturile (AD) spre exteriorul rombului
AADF echilateral, respectiv pe latura (CD) spre interiorul rombului ACDE echilateral.
Demonstrati ca punctele E, B si F sunt coliniare si determinati m(<DBE).
prof.dr. Braica Petru

2p | AABF cu AB = AF, m(¥BAF) = 20° + 60° = 80°, prin urmare m(XABF) = (180° —
80°): 2 = 50°

2p | in AECB cu BC = CE, m(¥BCE) = 60° — 20° = 40°, prin urmare m(<CBE) = (180° —
40°): 2 =70°

1p | m(XEBF) = m(XEBC) + m(<CBD) + m(<DBF) = 70° + 80° + (80° — 50°) = 180°

1p | deci are loc coliniaritatea punctelor E, B, F

1p | m(«¥DBE) = 180° — m(«DBF) = 150°.

SUBIECTUL IV
in trapezul ABCD oarecare , AB || CD , AB baza mare. Fie (AM bisectoarea unghiului CAB,
MEe[BC], astfel incat [BM]= [MC]si DM n AB= { E}.
a) Sa se arate cd DBEC este paralelogram.
b) Daca AM N CE ={N} si BP L BC, P€[CE], aratati ca 2 MN = BP.

prof. Grecu Maria

2p a) Din congruenta triunghiurilor MDC si BME (ULU) rezulta ca
DC =BE

1p | Acestea sunt si paralele, rezulta ca patrulaterul este paralelogram

1p b) In triunghiul ABC, AM este mediani si bisectoare, rezulti ci este isoscel

1p | Atunci AM este si inaltime, adicda AM.L BC

1p | BP 1 BC, rezultd ca MN || BP

1p | [BM]= [MC] rezulta cda MN este linie mijlocie in triunghiul CBP
MN = =
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SUBIECTUL 1

a. Rezolvati in R ecuatia: (x +1)+(x+2)+...+(x+100)=5150.

b. Demonstrati egalitatea:

1 1 1 1
1+ + + +...+ =+/2017
1442 V243 3+44 J2016 +~/2017

Prof. Tamiian Traian

2p a) 100x+5050=5150

1p | <x=1

2p | b) Membrul stang se scrie

+J5—1+\/§—\/5+ +\/2017—«/2016

E=1
2-1 3-2 2017 -2016
2p | — E=42017

SUBIECTUL 11

a. Demonstrati inegalitatea: n-k+1>2+n-k, Vn,k e N”.

b. Demonstrati inegalitatea: n’° +n” +2n > 4\/5(1 +V2 4344 \/H), VneN".

3p | Inegalitaca mediilor

1 /
P n-n(nTJrl)+n22\/n-l+2\/n-2+...+2 n-n<s

1p n-(1+2+3+...n)+n22\/n-1+2\/n-2+...+2\/n-n =

Ip| (n-141)+(0-2+D)+(@0-3+1)+...+(n-n+1)>2¥n-1+2Vn-2 + ... +2Jn-n

1p | Dar, din inegalitatea mediilor, avem:

n-1+1>2+vn-1
n-2+1>2vn-2
n-3+1>2+vn-3

n-n+1>2+vn-n

Prin insumarea inegalitatilor de mai sus se obfine inegalitatea ceruta
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SUBIECTL III
Se considerda un dreptunghi ABCD cu AB=2 si BC=\/§ . Punctul M apartine laturii AD astfel
incat MD = 2- AM si punctul N este mijlocul segmentului [AB]. Pe planul dreptunghiului se
ridica perpendiculara MP si se alege punctul Q pe segmentul MP astfel incat masura unghiului
planelor (MPC) si (NPC) si fie de 45°, iar masura unghiului planelor (MPC) si (QNC) si fie de
60",

a. Demonstrati cd dreptele DN si CM sunt perpendiculare.

b. Aflati lungimile segmentelor PM, respectiv QM.

1p
2) DM_2‘/— AN=1 = g:%=%

1p | AAND ~ ADMC(LUL)=> m(£DMC)+m(LADM) =90° = m(/DTM) = 90°
DN ACM ={T}Deci ;DN L CM ......oooooooeeeeeoeeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee (

2p | b) Din punctul a) deducem ca DN L (PMC ) si fie R, S proiectiile lui T pe CQ,
respectiv PC. Din teorema celor 3 L deducemca NR 1. CQ si NS L PC ......... (1p)
Unghiul planelor (MPC) si (NPC) este ZTSN , iar unghiul planelor (MPC) si (QNC)

este ZTRN .
Prin calcul gasim CT =+/3,RC —i MC—ﬂ TN =1,TR = \/15 7S =1
2p | Din asemanarile ACRT ~ ACOM si ACT S~ ACMP rezulta
o - RT-MC V6 246
RC 3 3

SUBIECTUL 1V

Consideram cubul ABCDA’B’C’D’ de muchie AB = a, acR}. Consideram Mye(A’D’),
A'M, C'N _ BP,
M,D'’ N,C PA

=k, ke R}.

Nke(CC), Pye(AB) astfel incat:
a. Demonstrati ca AM NPy e echilateral.
b. Demonstrati cd tetraedrele DM NPy si B’M NPy sunt piramide regulate.

c. Demonstrati ci (Mk N, P, ) I (Mk N, P, ), pentru orice kj#ko, kieR%, i=12.

prof.dr. Braica Petru
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a) Avem ca C’'N,= A’M, = BPy

Din congruenta AC’D’M; = AA’AP,= ABCNy avem C’M= A’P,= BN

Prin urmare AN, C’M, = AMA’P,= AP,BN, (C.C.), de unde concluzia

b) AB’BP, = AB’A’M, = AB’C’N; (C.C.)
= B’P,=B’M;=B’N;, deci B'M; NP, piramida regulata

Analog DM N,Py.

¢) Dinb) = B’D L (M{N/Py), V k € R,

DinB’D L (Mk] N, P, )
=(M, N, P, ) (M N, P, )

B’D l(MkszZsz )
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SUBIECTUL I

1. a) Sisedemonstreze ca (1+x) +(1+—J >2™" pentru orice x>0sineN.
X

b) S se arate ca: (\/5)2016 + (2 i ﬁ)zom > 92017

prof. Koczinger Eva

1p | Se verifica pentru n = 0 adevarat.

1
P Pt. n=1 avem1+x+1+lz2+2=4

X

utilizand inegalitatea erl >2 pt. Vx>0.
X

2p | Pentru n>2 utilizdnd inegalitatea mediilor obtinem

(1+x)" +(1+ljn 22\/(1+x)“ (1+1jn :2\/(2+x+1jn >24/4" =2"",
X X X

2p 1
X > = 1+—=2+ \/E
X
1p | finalizare
SUBIECTUL II
1 a 4
Fie sirul (a definit prin @, == si 1——L = , (Vpn=>1.
S ( n )nZI p 1 3 > a 2n + 3 ( )

a) Aflati termenul general al sirului
b) Determinati valorile numarului natural n > 2, pentru care
4 11 e . < S
Zak € 57 , unde {x} reprezinta partea fractionara a numarului x.
k=2
prof. Galambosi Csaba

1
P| Calculul @, =——, a,=——
3-5 5-7
1
P, 1T
(2n-1)2n+1)
2p Demonstrarea prin inductie
| ¢ nl : :
a, = <1= a,r=) a
So gy =15 g
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SUBIECTL III
Sa se determine functiile f, g : R — R stiind ca satisfac simultan conditiile:
) f(x—2)+1<x<g(x)+1,VxeRsi
i) g(x+2)—-1<x< f(x)—1, VxeR
prof. Tamaian Traian

1p | Din conditia i) rezultd g(x)>x—1, Vxe R (1) si
f(x=2)<x-1,VxeR (2)

2p | Inlocuind x cu x+2 din (2) rezulti f(x)<x+1,VxeR (3)

2p | Din conditia ii) rezultd f(x)>x+1,Vxe R (4) si
gx+2)<x+1,VxeR (5
fnlocuind x cu x—2 din (5) rezulti g(x)<x-1,VxeR (6)

2p | Din relatiile (3) si (4) obtinem f(x)=x+1,Vx € R iardin (1)si (6)rezulta
g(x)=x—-1,VxeR

SUBIECTUL 1V
In triunghiul oarecare ABC, fie D si E simetricele lui B fata de A respectiv C.
Fie M, N, P si Q mijloacele segmentelor (CD), (AE), (CE) respectiv (BM), iar
BN mAC = {S } . Demonstrati c@ punctele P, Q si S sunt coliniare.

(***)
1p  BALPE D4 —
N mijlocul (AE) => BN = 2A+BE _ BA+25C
2 2
— 2— BA+2BC
S centrul de greutate AABE = BS =§BN Z%C
Ip| . BM BD+BC 2BA+BC — 3BC
BQ: = = 5 B -
2 4 4 2
2p | . . YT
G - 55 5 _ 2BA-5BC
2p | . . . YT
pS:BS_szw

1p

— }—
PQ :EPS = P, Q, S coliniare
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SUBIECTUL 1

Determinati functia f : R — R pentru care f(f(x + y)) =y+ f(x + 2015) , Vx,yeR.
prof. Popescu Calin

2p | se demonstreaza ca f este injectiva
fie X,,X, €R cu f(x,)=f(x,) = f(f(x,))=f(f(x,)) =
f(x, +2015) = f(x, +2015)

2p | cum f(f(x, +x,))=f(f(x, +x,) = x, +f(x, +2015)=x, +f(x, +2015)

1p | deci x, =X, adic f este injectiva

Ip | pentru y = 0 se obtine f(f(x))=f(x +2015), vx eR

Ip | cum feste injectivd = f(x)=x+2015, ¥x eR

SUBIECTUL II

. * o 1 ) 1 *
Fie z€C ,astfelmcater—:\/E siE, =2" +—, neN"
z z

a) Calculati E,;.
b) Determinati multimea {En| neN" }

prof. Popescu Célin

Ip V2+iV2 J_J_

a)z+— 2 =22 —z2+1= O,cuz,= S 5

z,+z, =\/_ 2z,-z,=1

lp 2015 1 2015 2015 2015 1 2015

Zy T+ =2) tzy sizy T+ 552 +2°", deci
1 2
2015 1 _ 2015 2015
27t —5=2) 7
z
Ip V2 2. T T V2 V2, m m
zZ, =——+——1=cos—+isin—, z, =—————1=C0S — +1SIn—
2 2 4 4’ 2 2 4

1 2015
P 2015 _ n T 2015 n n
Z, CcoS— +1sin— :>Zl =CcOoS— +1sin— =
4 4 4 4

Z2015 \/_ \/_ 2015

; 5 —71 =z, =2z,
analog z;°"° =z,
Es=2""+ 221015 =720 +2 =27, +7, = V2
Ip b)E, =2" +Zlnzzi1 +2} :cosnT:+isinn7iT+cos 7nTc+isin7mc
2p | fie ke N
n=8k, E, =2

n=8k+1, By, =2
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n=8k+2, Eg,, =0
n=8k+3, Ey, =—/2
n=8k+4, E,,, =2
n=8k+5, g, =2
n=8k+6, Ey =0
n=8k+7, Ey.,, =2
M=1{-2,2,0,22]

SUBIECTL III

Demonstrati ca pentru orice a,b € (1,00) are loc inegalitatea:

! P S )
\/1+loga Jb \/l+logb a’

prof. Tamiian Traian

2p | Notéand log,, b =t € (0,), inegalitatea se scrie echivalent

11 + 211 V2o
\/1+210gab Vi+2log,a

2p| 1 V2o
\/ t+\/ 2S\E<:>\/t+2+\/t+2g\/§C>

I+ 1+~
t

Ji+2 < \2(t+2) <

(424232 <2t +2) = 0<1-221 +2 = (1 —/2)* 20,

relatie adevarata.

SUBIECTUL IV
Fie paralelogramul ABCD. Pe laturile AB si AC se construiesc triunghiurile echilaterale
ABE, spre exteriorul paralelogramului si respectiv BCF spre interiorul paralelogramului.
Dacd are loc coliniaritatea punctelor E, D F, aratati cd paralelogramul ABCD este romb.
prof.dr. Braica Petru

2p | Notdm cu a,b,c,d,e,f afixele varfurilor A,B,C,D,E,F. Avem egaliatile imediate:
b-a=c-d, d-a = c-b, e = a+(b-a)e si f = cH(b-c) g, cu e = cosg +isinm/3.

1p | Din conditia de coliniaritate a punctelor rezulta ca (f-d)/(e-d) =k, k € R*

2p | Dupa inlocuiri obtinem:
(b-a)+(b-c) e=(b-c)k+(b-a)k € sau (b-a)(1-k €) = (b — c)(k — €).

2p | Deoarece numerele complexe 1-k € si k — € au acelasi modul, trecdnd la modul in
ultima egalitate rezultd concluzia
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SUBIECTUL 1
C 1 & 2+1
Se dau sirurile (a,),s;si (b,),s, definite prin a, = Z— b :Z—z si

S142+.+k 7" FE(k+1)

vectorul v = af+b]', unde a =lima, si b=1imb, . Determinati vectorul u cu proprietatile:

n—»00 Nn—»0
UL, lldll =5 simx(@,)) <3
prof.dr. Doina Muntean, Satu Mare

g —-yn L I 1T i i oz 7
P|a, k=1q14o4 g’ "M 7 1 + 1+2 + 1+2+3 14+24-4n + 23 + 34 oot n-(n+1)
1 1 1 1 1 1 1 1 2n .
1 2(——— ==+ ———)=1 2(———)=—=>11m =2=>a=2
T 2 3+3 4+ +n n+1 + 2 n+1 n+1 n-o dn a
2p P 2k+1 _yn _ktk+l _ on (L_ 1 )= 1 n%+2n
n k=1j2(r+1)2’ 71 k=1 j2(k+1)2 k=1\kz  (k+1)2 (n+1)2 ~ (n+1)?

lim,,obp,=1=>b=1

2p | UV=20+]
Field = al+ )
Ulv=2a+p=0,
il =v5 = Ja? + g2 =5= a’ + % =5,
2+ =0

a2+ﬁz_5:>05=1$i,3=—25aua:—1§iﬁ:2_

Din sistemul{

Ip m(d,]) < g = cos(i,) > 0

Daci @ = 15i B = —2=1 = 1 — 2j=1 ] = |[il| - |Ijll - cos(&,]) = 15 - cos(ii, ])-. De
asemenea, - j = (1 — 2J) -] = —2=cos(i,]) < 0 (1)

Daci @ = —1si f = 221 = —1+ 2]=1 -] = ||@ll - |I]ll - cos(iL,]) =5 1
cos(i,]). De asemenea, 1 - ] = (=T + 2]) -] = 2=cos(%,]) > 0(2)

Din (1) si (2) =i = — + 2J.

SUBIECTUL II

2 2017
Fie matricea A= (0 ) j Sa se determine matricea X € M, ( R), care satisface relatia

X+ X=A.
prof. Kovacs Bela, Satu Mare

a b
Egalitatea data se inmulteste din stanga si din dreapta cu matricea X = ( dJ , si folosind

c

a b
egalitatea AX=XA, rezultdca X= (0 ]
a

a" na"!

0 a”
a® +a=2 si 2017a®%b+b=2017

Demonstrdm cd X" = ( ) , apoi din relatia problemei rezulta
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P Singura solutie a primei ecuatii este a = 1, iar din a doua ecuatie obtinem b = m
SUBIECTUL I1I
1 1
Fie sirul cu termenul general x, = 7 + 7 + ... +2— ,nx1.
n“+1 n"+2 n”+2n+1
. . 2n+1 2n+1 ) .
d) Sdsearateca: —— < x, < , oricarearfi n>1 .

(n+l)2 - n? +1

e) Calculati limitasirului lim x,, .

n—»o0
. . 1 1 1
f) Calculati: lim + +.
n—oo \/n2+1 \/n2+2 n+1
prof. Kovacs Bela, Satu Mare
2p a) Termenul general al sirului dat este o suma cu 2n+1 termeni, care se va majora
respectiv minora prin micsorarea respectiv marirea numitorului

2p b) Aplicam teorema clestelui si obtinem ca sirul este convergent si are limita O.
3p ¢) Limita a doua tot pe baza teoremei clestelui este egala cu 2.

SUBIECTUL IV

A 1, 1Y
a) Calculati limita: lim | 1+—+——| .
X—00 x x-1

b) Sa se determine functia f: R— {0, 1} = R care verifica conditia:

f(x—_lj + f( ! j =2-2x .
X 1—-x

prof. Kovacs Bela, Satu Mare

3p . x(x-1) 2x-1
- 2x-1  x-1
a.) 1im(1+l+Lj = lim(1+£J T e

X—>00 x x-1 X—>0 X(X - 1)

4p x—1

N x—1
b.) Inlocuim pe x cu

.Obtinem: f(%) +f(x)=2-2-

X —X X

Apoi inlocuim pe x cu

. Obtinem:f(x) + f(x—_lj =2-2- !

X 1—-x

Adunand cele doua relatii, obtinem:
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-1 1 -1 1
f(x)+fX— +f +f(x):2—2-X +2-2

X 1-x X 1-x
Utilizam relatia datd, urmeaza:

x—1 1
2f(x) +2—-2x=2-2: +2-2
X 1-x

Din care rezulta relatia:

f(x)=x+l+

x x-1

ceea ce satisface relatia ceruta.
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Barem de corectare
SUBIECTUL 1

e (x* + ax + b)

x*+1

a) Calculati derivata functiei gt R—> R, g(x)= ,unde a,b € R.

b) Calculati: J.eex2 ws gy x e (0,00)

arctgx
e 4

c) Calculati: J. %dx, x €(0,0).
X"+

prof. Tamaian Traian

2p e [(1—a)x” +(a—2b+2)x+a+b]

(x* +1)°

a) g'(x) =

2p | b) Integrala se scrie I=

Ieexz s .eh‘”abc:jxe"x2 -e"za’x:%j(exz)/eex2 dxz%j(e“xz )/dx:%eex2 +C,CeR.

2 2 arctgx arctgx ;.2
P c)Fie f: R—>R, f(x)= % .Cautam o primitiva de forma F(x)= ¢ (xz tax+b)
(x*+1) x“+1
e [(1-a)x” +(a—2b+2)x+a+b]

unde a,b € R. Folosind a)avem F'(x)=

(x* +1)°

Ip | punand conditia F’(x) = f(x),Vx € R si identificAnd coeficientii rezulti a=b=1 si deci

arctgx ;2
D o cer,
x"+1

SUBIECTUL II

Pentru fiecare n e N,n>2, se considera /, = J. X"+ x" " dx, x € (0,00)
a) Calculati 7,
b) Calculati 7, ,n > 2.

prof. Tamaian Traian

3p | a) Avem

3
1 2
I, :j\/x“+x2dx=jx\/x2+1dx=%j(x2 +1)2(x2+1)/dx:@+C,CeR.

2p | b) Integrala se scrie

I = I”Jx"z"" (x" +Ddx = I(x" +1)% x"dx :lj(x” +1)% (X" + D) dx =
n

o i
RN C ) KO €
n 1 n+1

—+1
n

2p
+C,CeR.
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SUBIECTUL III
Fie a,beR fixate si a>+b*#0. Consideram multimea:
1 0 O
G= ax 1 0||xeR}cM,(R)

a’x* +bx 2ax 1

a) Demonstrati ci G este parte stabil a lui M,(R) in raport cu inmultirea matricelor.

b) Demonstrati ca (G,-) este grup abelian izomorf cu grupul (R,+).

sesksk
Ip 1 0 0 1 0 0
a) Daca X = ax 1 0|leGsiY= ay 1 0|eG
a’x’ +bx 2ax 1 a’y*+by 2ay 1
1 0 0
=> XY= a(x+y) 1 0 | €G. Deci G este parte stabila a lui

a’(x+y) +b(x+y) 2a(x+y) 1
M;(R).

2p | b) G,) inmultirea matricelor este asociativi = (XY)Z = X(YZ2), (V) X,Y,Z<G.
Gy) Existd eG ai. X-I; = X = X, (V) XeG.

2p 1 0 0
G3;) Pentru orice X = ax 1 0(eG
a’x* +bx 2ax 1
1 0 0
= X '= ax 1 0|eG (cici detX=1# 0), astfel incat X-X' = XX =

a’x* +(-b)x 2ax 1
I5.
Gy) XY =YX, (V) X,YeG. Rezulta ca (G,) grup abelian

2p | Functia f: G - R, f(X) = x, unde X este matricea de mai sus, satisface conditiile: i)
fiX-Y) = f(X)H{(Y), (V) X,Y €G. ii) f bijectiva. Rezulta
ca (G:'):(R9+)'

SUBIECTUL IV
Fie f:[0,]] > R, o functie derivabild, cu proprietatile f(0)=0, f()=1si f'(x) =
1,vx € [0,1].
a) Aratati ca existd o functie f cu proprietdtile date.
1
b) Sa se demonstreze ca j
0

1 gem
f(x)+1 4

prof. Tamaian Traian

1p ‘ a) De exemplu functia /:[0,]] > R, f(x)=x.
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2p b) Fie fo functie cu proprietatile din enung.
/
Cum /' (x)>1,Vx e[0,1], rezultd cd — L . { ) vy efo].
ST+l f ( )+1
1p !
Integrand ultima inegalitate rezulta J-Z;dx I S () dx 1
o S (x)+1 o SP(x)+1
SN < )
Darj e dx =arctgf (x) = arctgf (1) — arctgf (0) = arctgl — arctg0 = Z
0
1
Deci [ f( Y ge=X (2)
< fI(x)+1 4
Ip

1
Din (1) si (2) rezulta ca I dx <
0

z
fz( Y+1 4
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